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Exercice 1 (X)

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie sur un
corps K. Montrer que

deg(πu) ≤ 1 + rg(u).

Exercice 2 (X)

Soit (un) une suite de réels telle que u5
n +nun −1 = 0 pour tout n ∈ N. Étudier

cette suite et donner un développement asymptotique de un comportant deux
termes.

Exercice 3 (Mines-Ponts)

Soit n ∈ N \ {0, 1}. Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(C) telle que

an,1 = ai,i+1 = 1 (1 ≤ i < n)

et dont les autres coefficients sont nuls. On pose, pour p ∈ N∗,

Bp = In + A + · · · + Ap−1.

Montrer que Bp est inversible si et seulement si n et p sont premiers entre eux.

Exercice 4 (Mines-Ponts)

Soient m, n ∈ N∗ avec m < n. Soient A une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur l’ensemble des parties à m éléments de {1, . . . , n}, et

X = max(A) − min(A).

Déterminer la loi et l’espérance de X.

Exercice 5 (Mines-Ponts)

Existe-t-il une norme sur Mn(R) telle que :

∀A, B ∈ Mn(R), N(AB) = N(A)N(B) ?

Exercice 6 (Mines-Ponts)

Soit f ∈ C0([0, 1],R) telle que

∀x ∈ [0, 1],
∫ 1

x

f(t) dt ≥ 1 − x2

2 .

Montrer que ∫ 1

0
f(t)2 dt ≥ 1

3 .

Exercice 7 (ENS Lyon)

Soit φ l’indicatrice d’Euler.

1. Montrer que ∀n ∈ N∗, φ(n) ≥
√

n

2 .

2. Existe-t-il C ∈ R+∗ tel que ∀n ∈ N∗, φ(n) ≥ Cn ?

Exercice 8 (ENS Lyon)

Pour n ∈ N∗, on note In le nombre d’involutions dans le groupe symétrique Sn

et pn = In

n! . On pose p0 = 1 et f(x) =
+∞∑
n=0

pnxn.

1. Calculer f(x).

2. Montrer que pn ≥ 1√
n!

.

3. Montrer que pn ≤ en/2+
√

n

√
nn

.
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