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Exercice 1 (X-ESPCI)
Pour = > 0, on pose

w/2
I(z) = / cos(z cos ) df.
0

1. Ecrire I(z) sous la forme d’une série.

2. Montrer que I(z) = O (1'*1/4) quand z tend vers +oc.

Exercice 2 (X-ESPCI)

Soit f € L(S,(R),R) telle que VM € S (R), f(M) > 0. Montrer que f
est une combinaison linéaire des formes linéaires ¢x : M — XTMX avec

X e Mnyl(R)

Exercice 3 (ENS)

Soient A, B,C' € M3(R) symétriques. On note [X,Y] = XY — Y X le commu-
tateur.

1. Montrer que
[14, B]%,C] = 0.

2. Méme question si on ne suppose pas que les matrices sont symétriques.

Exercice 4 (X-ESPCI)

Montrer que :

3 P S e +0x).

p<z
p premier

Indication. Considérer In(n!).

Exercice 5 (ENS)

Soit A € M,,(R) une matrice & coefficients dans {0, 1}. Supposons A inversible.
Combien au maximum est-ce que A peut avoir de coefficients égaux a 17
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Exercice 6 (ENS)

1. Soient f une fonction développable en série entiére sur R et J une partie
finie de N. On suppose que f)(0) = 0sii ¢ Jet fD(1)=0siieJ.
Que dire de f7

2. La propriété est-elle encore vérifiée si J est une partie infinie de N7

Exercice 7 (ENS)

Soient n € N* et P € R,,[X] tel que Vz € R, P(z) > 0. On pose Q = ZP(’“).

k=0
Montrer que

Ve eR, Q(x)>0.

Exercice 8 (ENS)

Soient A et B € S;'(R) deux matrices symétriques positives telles que B — A
est positive. La matrice symétrique B? — A? est-elle nécessairement positive ?

Exercice 9 (X-ESPCI)

Soient A et B deux matrices réelles symétriques positives d’ordre n.

1. Montrer que la suite

((A + B) ((A +B)+ i]) _1>
k>1

converge. On note P sa limite.

2. Montrer que
Im(P) = Im(A) + Im(B).

Exercice 10 (X-ESPCI)

Soit (zn)n une suite réelle vérifiant o > 0, 1 > 0, o + 1 > 0, et, pour

neN, z,10= ﬁx»,L_A'_l + x,. Etudier la convergence de (zy,).
n
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Exercice 11 (ENS)

Soit (X, )nen+ une suite i.i.d. de variables aléatoires a valeurs dans N. On sup-
pose que P(X; = 0)P(X; =1) # 0. On pose, pour n € N, S,, = X7 +---+ X,,.
Montrer que

.. 1
]P(4 divise S'IL) m} Z

Exercice 12 (X-ESPCI)

Soit P = X2 + 1 X + ¢y & coefficients dans N. Déterminer les suites d’entiers
naturels (a,) telles que, pour tout n € N, P(a,) = apt+1an+2-

Exercice 13 (X-ESPCI)

Soit f € C°([0,27],R) telle que f(0) = f(2m). Soit n € N. On suppose que,
pour tout k € [0,n], on a
2m 2m
f(t)sin(kt) dt = f(t) cos(kt) dt = 0.
0 0

Quel est le nombre minimal d’annulations de f 7

Exercice 14 (X-ESPCI)

+oo
. 2 3
Soient (¢;)ien € {0, 1}N et f:axr— Z c;x'. Montrer que, si f (3) =5 alors
i=0

1
f (2> est irrationnel.

Exercice 15 (ENS)

>]I

Soit ag = 5 et an41 = sin(ay) pour tout n > 0. La série Z ai converge-t-elle 7
n>1

Exercice 16 (ENS)

Soit f :[0,1] — (0,00) une fonction intégrable tel que f(z)f(1 —z) = 1 pour
tout z € [0, 1]. Montrer que

/01 fl@)dz > 1.
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Exercice 17 (X-ESPCI)
+oo 1

On pose, pour k > 2, ((k) = Z —-
n

n=1

1. Montrer que, pour tout « €] — 1,1[, on a

1o = k+1 k
— dt = —1)k* 1)z*.
| = 3Dl b

2. En déduire la valeur de

+00
S=> (¢(2k) = ¢(2k +1)).
k=1

Exercice 18 (X-ESPCI)

Existe-t-il une suite (ax)ren de réels non nuls telle que, pour tout n € N; le

n
polyndome P, = Z ap X" soit scindé & racines simples dans [0,1]?
k=0

Exercice 19 (ENS)

On note M (t) € M, (R) une matrice dépendante du temps telle que pour tout
M;;(t) € CY(R) pour tout 1 < 4,5 < n. On souhaite montrer que

d d

— [det(M(t))] = det M (t) Tr | M(t)~' — M (t)

dt dt

pour tout ¢, tel que M (t) est inversible.
1. Montrer le résultat dans le cas o M (t) est une matrice diagonale.
2. Montrer le résultat dans le cas en tg ot M (tg) = I,.

3. Traiter le cas général.

Exercice 20 (ENS)

Un répunit est un nombre entier positif dont ’écriture décimale ne comprend
que des 1. Trouver tous les polyndmes a coefficients réels tels que 'image d’un
répunit par ce polynoéme soit toujours un répunit.
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Exercice 21 (ENS)
. 10 0 1
Soit Iy = <0 1> et A= <1 0> .

1. Calculer
' N
M(t) = li I —A
®) Nznm(zw )

2. Montrer que I'ensemble des M (t), pour ¢ € R, forme un groupe.

Exercice 22 (ENS)

Soit A une matrice symétrique a coefficients réels. On suppose que a1, ..., ann
sont les valeurs propres de A.

1. Montrer que A est diagonale.

2. Ce résultat est-il vrai si on ne suppose plus que la matrice A est
symétrique ?

Exercice 23 (ENS)

Soient A, B € S,,(R) avec B symétrique définie positive. On suppose que pour
tout X (vecteur colonne)
| X'AX| < X'BX.

1. Montrer que |det A| < det B. (Indication : on pourra chercher & définir
BY/2)

2. Soient Si,...,Sk des matrices symétriques définies positives (dans
Sp(R)) et Ay,..., A\, des réels (non tous nuls). Montrer que

k k
det (Z /\S> < det (Z |/\is,,;> :
=1

i=1

Exercice 24 (ENS)

“+00
Soit (2 )nen une suite de réels positifs telle que Z r, = A. Quelles sont les
n=0
+oo
valeurs que peut prendre Z J?i ?
n=0
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Exercice 25 (ENS)

Soit n > 1 un entier. Pour tout x € R, notons J, la matrice carrée de taille n
contenant des x sur sa diagonale et des 1 partout ailleurs.

1. Calculer det(J,).

2. Pour toute permutation o € &(n) de {1,...,n}, on note s(o) sa signa-
ture et f(o) son nombre de points fixes. Montrer que

8(0) _ nt1 T
2 (o) +1 =) n+1

ceB(n) ”

Exercice 26 (ENS)

Trouver toutes les fonctions f € C?(R,R) telles que f(t)? = f(v/2t) pour tout
teR.

Exercice 27 (ENS)

Soit f : R — R une fonction de classe C* telle que f(x) = 0 pour |z| > 3.
Montrer que

(s f(w)l)4 <o [Tiwra) ([ irwr ).

Exercice 28 (ENS)

Soit f : R — R de classe C2, positive, telle que f”(x) soit bornée. Montrer qu’il
existe C' > 0 tel que
Vo € R, |f/(@)2 < Cf(a).

Exercice 29 (X-ESPCI)

Caractériser les matrices M € M,,(C) qui sont somme de deux matrices dia-
gonalisables de rang 1.

Exercice 30 (X-ESPCI)

Soient n > 3, a1, ..., a, des complexes de module 1. Montrer qu’il existe z € C
n

de module 1 tel que H |z —a;| = 1.
i=1
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Exercice 31 (ENS)

Soit o une permutation aléatoire uniforme de {1,...,n}. On dit que k est un
maximum local de o si o(k — 1) < o(k) > o(k + 1) (sauf en £k = 1 ou n, on
oll compare avec son seul voisin au lieu des deux). Quelle est l'espérance du
nombre de maxima locaux de o ? (Autrement dit nombre moyen de maxima
locaux, quand on moyenne sur toutes les permutations possibles)

Exercice 32 (X-ESPCI)

Pour n € N* et (a1,...,a,) € (R})", on pose

ag -1 0 - 0
1 a9 -1
D(ay,...;an) =det | o 1 45 - 0
o
0 0 1 ay
et
1
[al,...,an]:al—i— 1
@ e L

an

Soient n > 2 et (ai,...,a,) € (R )". Montrer que

D(al,.. .7an)

[a17...7an] = D(QQ’,.-7a‘/’L).

Exercice 33 (ENS)

Soient, pour A > 0, Ay, Bx,C\, D) quatre variables aléatoires indépendantes
suivant la loi de Poisson de parametre .

1. Calculer lim P(A)yX? 4 ByX + Cy n’a que des racines réelles).

A—+oo

2. Méme question pour Ay X3 + ByX? + C\X + D,.

Exercice 34 (X-ESPCI)

On note E 'ensemble des polynoémes non nuls & coefficients dans {—1,0,1} et A
I’ensemble des racines des polynémes appartenant a E. Déterminer I’adhérence
de A.
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Exercice 35 (X-ESPCI)

Soit (uy,) une suite bornée. Montrer qu’il y a équivalence entre :
L1
(1) 5 Z |Uk| - 07
k<n

1
(ii) il existe A C N tel que —|AN[0,n —1]] —— 0 et liégun =0.
n n

n—-+oo

Exercice 36 (ENS)
Soient, pour n € N*, X ;, 1 <i,j < n, des variables aléatoires i.i.d suivant la
loi uniforme sur {—1,1}, M,, la matrice aléatoire (X; ;)1<i j<n-

1. Calculer E (tr ((]Wn)k)) pour k € {1,2,3,4}.

2. Calculer E(det(M,)) et E ((det M,,)?).

3. Soit f: RT — R telle que f(x) — 400 quand x — +oc. Montrer que
P (|det(M,)] = f(n)vnl) —— 0.

Exercice 37 (X-ESPCI)
Soient A, B,C € M3(R) \ {0} telles que
AB—BA=C, BC-CB=A e CA-AC=B.

1. Montrer que A admet un vecteur propre u.

2. Montrer (Bu =0 ou Cu =0) = Au = 0.

3. Montrer que si Bu # 0, alors (u, Bu, Cu) est une base de R3.
4

. Montrer que A, B et C sont simultanément semblables aux matrices

0 0 O 0 -1 0 0 0 -1
0 0 -1]1, 1 0 O et 0 0 O
01 0 0 0 O 1 0 O

Exercice 38 (ENS)

Soit A = (aij)(i,j)e[1,n]> € Mn(R). Montrer que

Tr(AQ) < Z a?j.

4,J=1

Dans quels cas a-t-on égalité ?
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Exercice 39 (ENS)

1. Soit X C N telle que 0 et 1 appartiennent a X et

1
lim — Card(X N[0,n]) =0.

n——+oo n
Montrer que, pour tout k € N*, il existe j € N telle que
Card(X N[j,7 +k]) =2.

2. Montrer qu’il existe 100 entiers consécutifs contenant exactement 5
nombres premiers.

Exercice 40 (ENS)

Soit ¢ € C. On définit la suite 2o =0 et 2,41 = 272, + ¢. On définit
M = {c € C,(zn)nen est bornée}.

1. Montrer que si |¢| < 1/4 alors ¢ € M.
2. Montrer que si |¢| > 3 alors ¢ ¢ M.
3. Calculer M NR.

4. Montrer que pour une suite ¢, € M tel que klim cr = calors ce M.
—00

Exercice 41 (ENS)

Soit n: RT — R, C? avec n(0) =1 et n(z) =0 si z > 1.

1. Montrer que

1 n 1
2_: o'l (N) =1+ O0N>4 <N) :
2. Calculer

Wlim e ()

n—=
3. Montrer qu'il existe C' > 0 tel que

—+oo

Fo3)-en-deonnn(3)
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Exercice 42 (ENS)

On choisit un entier n € {1,..., N} aléatoirement selon une loi uniforme. Le
but de cet exercice est d’estimer le nombre typique de diviseur premier de n
lorsque N — oo que l'on notera D(n).

1
1. Montrer que E(D(n)) ~ Z — pour N — oco. (On pourra com-
p premier ,p<N
mencer par donner P(p divisent n).)

2. Soit p,q < N deux nombres premiers, calculer P(q et p divisent n).

1
3. On admettra que Z — ~ loglog N pour N — oco. Montrer
p premier ,p<N

D
lim P l—l >e)] =0.
N—o0 loglog N

que

Exercice 43 (ENS)

On choisit ¢ une permutation sur {1,..., N} aléatoirement selon une loi uni-
forme. Le but de 'exercice est d’estimer la taille de la plus grande sous suite
croissante.
1. On note Py(0) I'ensemble des paires (i,5) € {1,..., N}? telles que i < j
et o(i) < o(y). Calculer E(|P2(0)]).
2. On note Py(0) = {(ir,...,ir) € {1,...,N}¥ iy < --- <ipeto(iy) <
-+ < o(ix)} c’est & dire 'ensemble des sous suites croissantes de lon-
gueurs k dans o. Calculer E(| Py (0)]).

3. En déduire que

Nlim P (1a plus grande sous suite croissante > (e + €)V N ) =0.
— 00

Exercice 44 (X-ESPCI)

Soit € N\ {0,1}. Pour n € N*, on note a, le nombre de mots de n lettres
sur alphabet {0, 1} ne contenant pas r zéros consécutifs. On pose ag = 1. Soit

—+o0
fizw Z anx™.
n=0
a) Mountrer que le rayon de convergence de f est > 0.

b) Trouver une relation de récurrence entre les a,,.

¢) Exprimer f(x).
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Exercice 45 (ENS)

Soient n € N* et A € A,(R).
1. Montrer que les valeurs propres dans C de A sont imaginaires pures.
2. Que dire de det(A) si n est impair ?

3. On suppose n pair et on considére la matrice J € M, (R) dont tous les
coefficients valent 1. Montrer que det(A + .J) = det(A).

Exercice 46 (ENS)

Soit A = (aij)(ijyeqi,nz vérifiant V(i,5) € [1,n]% a;; € {0,1}. On note
J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux & 1. On suppose
quil existe k € N* tel que AT A = kI,, + J. Montrer que A est inversible.

Exercice 47 (ENS)

Soit A € M, (R) telle que A* = AT,
1. Quelles sont les valeurs propres complexes possibles de A7

2. Donner un exemple de matrice A qui vérifie A2 = AT et qui possede
toutes les valeurs propres possibles trouvées a la question précédente.

Exercice 48 (ENS)

1. Montrer que toute matrice symétrique positive admet une racine carrée.

2. Montrer que A € M,,(R) est diagonalisable si et seulement s’il existe S
symétrique définie positive telle que SA4 = ATS.

Exercice 49 (X-ESPCI)

Un graphe est un couple G = (S, A) ou S est un ensemble fini et A un ensemble
de paires de S. Les éléments de S s’appellent les sommets de G et ceux de A les
arétes de G. Soient G = (S, A) et G’ = (', A’) deux graphes et f une applica-
tion de S dans S’. On dit que f est un morphisme de G dans G’ si V(u, v) € S,
{u,v} € A= {f(u), f(v)} € A". On dit que f est un isomorphisme de G dans
G’ si V(u,v) € S%, {u,v} € A<= {f(u), f(v)} € A"

Donner une majoration du nombre de graphes a n sommets et k arétes deux a
deux non isomorphes.
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Exercice 50 (X-ESPCI)

Déterminer les extrema globaux et locaux de f: M € SO4(R) — tr(M).

Exercice 51 (ENS)

Soit E un espace euclidien. Soit a un endomorphisme autoadjoint de E. Soient
u € Enonnul et V = Vect{a"(u); k € N}. Montrer que "endomorphisme induit
par a sur V' n’a que des valeurs propres simples.

Exercice 52 (ENS)

On considére f : A € M,(R) — sup |A], ou le spectre est pris sur C.
AESP(A)
L’application f est-elle lipschitzienne ?

Exercice 53 (ENS)

On pose a1 > 0 puis apt1 = 10"@22 pour tout n € N*. A quelle condition sur
aq la suite (a,,) tend-elle vers 07

Exercice 54 (ENS)

On pose, pour n € N,

Donner un équivalent de f(n).

Exercice 55 (ENS)

Soit f : R — R de classe C? telle que liI:B f(x) = 0. On pose, pour t € RT,
T— OO
— 2
A(t) = max (|f ()| exp(—tz%)).
1. On suppose f(0) # 0. Déterminer f_lgp A(t).

2. On suppose maintenant f(0) = 0 et f'(0) # 0. Déterminer un équivalent
de A en 4o0.

3. Méme question en supposant la fonction f de classe C*°, f(0) = --- =
FED0) =0t fF(0) # 0.
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Exercice 56 (ENS)

Soit (a,b) € R?. Trouver toutes les fonctions f € C*(R? R) bornées sur R? et

telles que
_ of ,of
f= a@a: + bay.

Exercice 57 (ENS)

1
Montrer que la fonction f : P € R,[X] — f(P) = / (P(z) — e”)? dz admet
0

un unique point critique.

Exercice 58 (X-ESPCI)

Soit F' un polynoéme non constant a coeflicients dans Z. Montrer qu’il existe
une infinité d’entiers n € Z tels que F(n) ne soit pas premier.

Exercice 59 (X-ESPCI)

+oo 1
Soit f:z+— .
framy ——L
n=ind (14 — —2
n
1. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de 0.

2. Montrer que la restriction de f a I’ensemble des nombres complexes de
module 1 n’est pas continue.

Exercice 60 (X-ESPCI)
Soit S I'ensemble des f € C'(R,R) telles que, pour tout z € R,
f(@) =z f'(z/2).

1. Chercher les f € S développables en série entiere.

2. L’espace S est-il de dimension finie ?

Exercice 61 (ENS)

Déterminer les X € My (R) telle que X2 + X = <1 1)
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Exercice 62 (X-ESPCI)

Soit (un)n>0 € CV une suite qui tend vers 0. Pour ¢ €] — 1,1[, on pose

“+o0
F&) = upt™
n=0
1. Vérifier que f est bien définie sur | — 1, 1].

2. Montrer que lim (1 —¢)f(¢) =0.
t—1—
3. On suppose de plus qu'il existe des réels ai,...,a, et 0 < 07 < -+ <

0, < m tels que Vn € N, u,, = Z ay, cos(nby). Montrer que aj = 0 pour
k=1
tout k € [1,7].

Exercice 63 (X-ESPCI)

Soit X : R — R?" de classe C! telle que X'(t) = JSX(t), ou
_ On _In
7= (% o)

et S € S5 (R). Montrer que X est bornée sur R.

Exercice 64 (X-ESPCI)

+oo
La fonction f : x — Z(—l)kxk! admet-elle une limite lorsque x tend vers 17 7
k=0

Exercice 65 (X-ESPCI)

Soit (ag,n)(k,n)en> une famille de nombres complexes telle que, pour tout n € N,
la série entiere

a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. On note B l’ensemble des
nombres complexes de module < 1. On suppose que la suite (f,) converge
simplement sur B et qu’il existe M € RT tel que, pour tous n € N et
z € B, |fn(2)] < M. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur
{z € C,|z| < r} pour tout r < 1.
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Exercice 66 (X-ESPCI)

Soient U un voisinage de 0 dans C, k& € N et f une fonction de U dans C
développable en série enticre au voisinage de 0 telle que f(z) = O, _,0(z%).
Montrer que, pour r > 0 assez petit, il existe au moins 2k nombres complexes
z de module 7 tels que f(z) € R.

Exercice 67 (ENS)

On dit qu’une matrice est positive si tous ses coefficients sont positifs. Soit
A € M, (R). Montrer ’équivalence entre :

(i) A est monotone, c’est-a-dire A est inversible et A™! positive,
(ii) VX eR"*, AX >0= X >0.

Exercice 68 (ENS)

Soit E un sous-espace vectoriel de M,,(R) tel que VA € E, rg(A) < 1. Montrer
que dim(E) < n.

Exercice 69 (X-ESPCI)

Pour f:[0,1] — R et n € N*, on pose

o3 (1)1 () 0o

On admet que, si f est continue, alors (P,,) tend uniformément vers f sur [0, 1].
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f : [0,1] — R afin qu’il
existe une suite de polynomes a coefficients entiers qui converge uniformément
vers f.

Exercice 70 (ENS)

Caractériser les matrices A € M,,(R) nilpotentes d’indice n — 1.

Exercice 71 (X-ESPCI)

Montrer que, pour tout n € N*| il existe une matrice M € M, (R) telle que,
pour n’importe quelle permutation de ses n? coefficients, on obtienne toujours
une matrice inversible.
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Exercice 72 (X-ESPCI)

. . . - Qn
Soit te d Is de ]0, 1] tell 1 E — .
oit (ay) une suite de réels de ]0,1[ telle que la série (1 /o) converge
s . a/'ll/
Montr la sér E .
ontrer que la série () converge

Exercice 73 (X-ESPCI)
Soient p : R — R intégrable et y : R — R de classe C? vérifiant
(E):y" —py=0.
1. Montrer que Tll)ar_lm y'(x) =0.

2. On admet que, pour tout (a,b) € R? il existe y vérifiant (E) et
(y(0),4'(0)) = (a,b). Montrer que (F) admet une solution non bornée.

Exercice 74 (X-ESPCI)

1. Montrer que toute matrice réelle de taille n symétrique positive admet
une racine carrée symétrique positive.

2. Soient S et A deux matrices de taille n avec S symétrique définie positive
et A antisymétrique. Montrer que AS est C-diagonalisable.

Exercice 75 (X-ESPCI)

Soient A € S,,(R) et k € N*. Pour H € S,,(R), on pose

k—1
or(H) =Y AHAF

=0

1. Montrer que ¢y, est un endomorphisme de S, (R).

2. A quelle condition ¢y, est-elle injective 7 surjective ? bijective ?

Exercice 76 (ENS)

Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre d’entiers de [1,n] qui sont premiers avec
n. On note o(n) la somme des diviseurs positifs de n. Montrer que

o(n) +(n)

O DE
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Exercice 77 (ENS)

On note SLy(R) I'ensemble des M € M3(R) de déterminant 1 et H I’ensemble
des complexes de partie imaginaire strictement positive.

1z + b
Pour toute M = (‘Z Z) € SLy(R), on définit fay : 2 € H — Zj—td'

1. Montrer que, pour toute M € SLy(R), fas est bien définie.

2. Montrer que fyrpr = far © farr pour toutes M, M’ € SLy(R).

3. On note SLy(Z) I'ensemble des M € SLy(R) qui sont & coefficients en-
tiers et D Pensemble des z € H tels que |z| > 1 et | Re(2)] < % Montrer
que pour tout z € H il existe M € SLy(Z) telle que far(z) € D.

Exercice 78 (ENS)

On note GL,,(Z) 'ensemble des M € M, (Z) dont le déterminant vaut +1.
On dit que deux matrices A et B de M, (Z) sont Z-semblables s’il existe
Q € GL,(Z) telle que A = QBQ™'. Deux matrices de M,,(Z) semblables
sur C sont-elles Z-semblables ?

Exercice 79 (ENS)

1. Soit A € M3(C). Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) 3B € My(C), A= B?;
ii) A=0ou A% #0.

2. Déterminer si les matrices suivantes sont des carrés dans Ms(R) :

-1 0 1 0 ¢ 0 1
o -1/ \o -1) “ (-1 0/
3. Soit A € M3(R). Montrer qu’il existe B et C € M2(R) telles que
A=B>+C?

Exercice 80 (X-ESPCI)

Trouver les racines du polynéme 1 — 2X + 3X?2 — 2X3 + X4,

Exercice 81 (X-ESPCI)

Montrer que les racines du polynéme P(X) = 4X* - 3X3+2X?% - X ont un
module strictement inférieur a 1.
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Exercice 82 (ENS)

On consideére la suite (A, )nen+ de matrices définie par Ay = ((1) (1)) et, pour

An Ian
An+1 = (Ia _A”) )

ol a,, est la taille de la matrice A4,,. Soit n € N*.

n € N

1. Déterminer a,,. Calculer Ai. Déterminer les valeurs propres de A,, ainsi
que leurs multiplicités.

2. Soient i1 < iz < -+ < dq,/2—1 des entiers compris entre 1 et a,.
On supprime dans la matrice A,, les lignes et les colonnes d’indices
01,192, - -+, 1q, j2—1- S0it By la matrice obtenue. Montrer que V/n est va-
leur propre de B, .

Exercice 83 (ENS)

Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de FE.

1. Soit u un endomorphisme symétrique de E. On suppose que u stabilise
F. Montrer que u stabilise F*.

2. Soient ui,us9,...,u; des endomorphismes symétriques de E, qui com-
mutent. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle
les matrices des u; sont toutes diagonales.

Exercice 84 (ENS)

Soit E' un espace vectoriel réel de dimension finie. Pour tout endomorphisme
u de E, on pose I'(u) = {v € L(E), vou = uwowv}. Soit u € L(E) et
(ug)ren une suite d’endomorphismes de E qui converge vers u. Montrer que
dim(T'(ug)) < dim(T'(w)) & partir d’un certain rang.

Exercice 85 (X-ESPCI)

Soient n € N et ¢ € Q tels que (¢ + )" = (¢ —¢)". Montrer que ¢ = £1 et
n =0 [4].

Exercice 86 (X-ESPCI)

Soient n > 2 et ay,...,a, des points du plan. Existe-t-il un polygone dont les
a; sont les milieux des cotés ?
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Exercice 87 (ENS)

Soit d € N*. On note A 'ensemble des matrices diagonales de taille d et dont
les coefficients diagonaux valent +1. Pour tout € > 0, on note U(e) ’ensemble
des M € My(R) telles qu’il existe D € A telle que ||M — Dl < g, ol
| Alloc = max |a; ;|. Montrer qu'’il existe € > 0 tel que U(e) C GLg(R).

i,

Exercice 88 (ENS)

1. Soit A € M,,(C) une matrice inversible. Montrer qu’il existe une fonc-
tion continue M : [0,1] — GL,(C) telle que M (0) = I,, et M(1) = A.

2. Soient A, B € M, (C) deux matrices telles que A> = A et B> = B.
Montrer que rg(A) = rg(B) si, et seulement si, il existe une fonction
continue M : [0,1] — M, (C) telle que M(0) = A, M(1) = B et
vt € [0,1], M(t)*> = M(t).

Exercice 89 (ENS)
Pour ¢; et o € C*(R,R), on pose

©1 803
P2 P2

1. Soit ¢ une fonction continue de R dans R. Soient ¢; et w9 deux solutions
de 'équation différentielle 4" + qy = 0. Que dire de la fonction W ?

2. Soient q; et g2 deux fonctions continues de R dans R. Soit ¢; une so-
lution de y” + q1y = 0 et ¢y une solution de y” + goy = 0. Calculer
w'.

3. Soit ¢ une fonction continue de R dans R. On suppose que ¢ est mi-
norée par un réel strictement positif a. Montrer que toute solution de
I’équation différentielle 4" + qy = 0 s’annule une infinité de fois.

Exercice 90 (ENS)

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Poisson
de parametre A. On définit la matrice aléatoire

X Y
M= (_1 0) .
On note A ’événement < M est diagonalisable ». Montrer qu’il existe ¢ > 0,
indépendant de A, tel que P(A) < ¢/A.
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Exercice 91 (ENS)

On considére A € M, (R) et Xy € R", et on note ¢t — X (t) la fonction de R
dans R™ qui est la solution de X’ = AX vérifiant X (0) = Xj.

1. Calculer X pour

G aB ) a0

2. Ici n = 2. A quelle condition sur A, || X|| est-elle bornée sur R ?
3. Montrer que si A est antisymétrique alors || X || est bornée.

4. Montrer que si || X || est constante et non nulle alors A est antisymétrique.

Exercice 92 (ENS)

Soit f:2z € R+ 5x(1 — ) et (un)nen telle que Vn € N, wupy1 = fuy).
1 .
1. On prend ug = 7 Etudier la convergence de (up)nen-
2. Montrer que, si (un)nen converge, alors elle est stationnaire.
3. On considére désormais que ug est une variable aléatoire réelle de loi
uniforme sur [0, 1]. Montrer que P ( lim wu, = oo) > 0.
n—-+oo
“+o0
4. Montrer que {uo, lim u, = oo} = U I; ou les I sont des inter-
n—-+o0o =0
=

valles disjoints dont la somme des longueurs est > 1/2. Ind. Utiliser une
majoration de |f'| sur [0, 1].

Exercice 93 (X-ESPCI)

Soient A € O3(R) \ {£I3}, B € A3(R) \ {0}. Montrer que AB = BA si et
seulement si ker B = ker(A — (det A)I3).

Exercice 94 (X-ESPCI)

Soit A = (a;;) € Sp(R) telle que, pour tout X € M, 1(R) \ {0}, on ait
XTAX > 0. Montrer que

max a;; = max a;;.
1<4,5<n 1<i<n
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Exercice 95 (X-ESPCI)

Soit A € M3(R) tel que x 4 soit a racines dans R’ . On définit une suite (Up)n>0
1
de matrices de M2(R) par Uy = I et, pour n € N, U, 41 = i(Un + AU,jl).

Montrer que la suite (Uy),>0 converge vers une matrice B qui vérifie B?=A.

Exercice 96 (X-ESPCI)

+oo
1. Montrer que C = / cos(uQ) du est une intégrale convergente.
0

2. Soient a,b deux réels strictement positifs. Trouver un équivalent de

1
I, = / cos(n(at® + bt?)) dt.
0

Exercice 97 (X-ESPCI)

—+o0
Trouver un équivalent de I,, = / (1 +nat)™" dz.
0

Exercice 98 (X-ESPCI)

n
1
1. Pour n € N*, on pose u, = Z 7 In(n). Montrer que la suite (u) est
k=1
convergente. On note 7 sa limite.
+oo
2. Montrer que la fonction I' : z — / t*“Le~t dt est définie et de classe
0
14
C* sur RY.
“+o0
3. Montrer que I'(1) = / In(t)e " dt.
0

4. Montrer que (1) = —7.

Exercice 99 (X-ESPCI)

Soit (an)nen une suite de réels positifs telle que la série Zan diverge. On

suppose que le rayon de convergence de la série entiere E anx™ est supérieur
—+oo
ou égal a 1. Déterminer lim E anx".

1-
£ n=0

https://samy-mkhinini.github.io/kholles/

11

Exercice 100 (X-ESPCI)

1 1 1/n
Pour n € N*, on pose I,, = — /
n Jo

U
T/ du.
1. Calculer I;.

2. Trouver une relation entre I,,_1 et I,,.

+oo (71)k+1
3. En déduire 1 leur d E —_—
11 dedulre la valeur de 2 L

Exercice 101 (X-ESPCI)

Soit A € M, (R) telle que A*> — 34% + 34 = 0. Montrer que tr(A) et det(A)
sont des entiers divisibles par 3.

Exercice 102 (X-ESPCI)

Soient A, B,C,D dans M, (C). On considére les matrices suivantes de

My, (C) :

A B D C A -B A —-B
w=(&5) =5 4) o= ( B)er-(a 7))
1. Montrer que M, P, @) sont semblables.

2. Montrer que le polynéme xr est a coeflicients réels.

3. Soit § défini par V(X,Y) € C" x C", §(X,Y) = (=Y, X). Trouver les
endomorphismes de C" x C" qui commutent avec 6.

4. On suppose que R est diagonalisable. Montrer que det(R) est positif ou
nul.

Exercice 103 (X-ESPCI)

Soit (ap)nen une suite & valeurs dans {—1,1}.
a
1. Déterminer le rayon de convergence de g —Tx” On note f(z) sa
n!
somme.

2. Déterminer & quelle condition on a |f™ ()| < 1 pour tout n € N et
pour tout xz > 0.
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Exercice 104 (X-ESPCI)

+oo on
On pose f(z) = —
pose f(z) =) -
n=1
1. Justifier que f est la somme d’une série entiere et calculer son rayon de
convergence.
2. Montrer qu’il existe une partie dense du bord du disque de convergence
sur laquelle la série diverge.

Exercice 105 (X-ESPCI)

On considere le systeme différentiel

CC/ =Y,
y' = (14 exp(—t*))z.
On veut montrer qu’il existe » > 0 et y € R tels que :

#(t) —reos(t+60) 5 0 et y(t) —rsin(t+600) T 0.

1. Montrer que z = 2 + y* admet une limite en +oo.
t

T
2. On pose u = — et v = Yoot 0t (uv’ — u'v). Montrer qu’il

vz Ve 0

existe une constante K telle que = + iy = v/z exp(i( + K)).

3. Conclure.

Exercice 106 (ENS)

Soit up € C*(R,R). On cherche les fonctions u € C*(R? R) telles que :

ou 1 9(u?)
2 JE— —
V(t,z) € R, at(t,ac)JrQ o

(t,2) =0 et u(0,2) = up(x). (E)

1. On suppose que u existe et on pose alors X € C'(R? R) une fonction
telle que :

Y(t,z) € R?, %—):(t,x) =u(t,X(t,x))

Pour z € R fixé, que peut-on dire de t — u(t, X (¢,2))?

2. En exprimant X (¢,x), trouver les fonctions u vérifiant (E).

et X(0,z) =u.
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Exercice 107 (X-ESPCI)

Pour tout x > 1, on définit :
m(x) = Card{p premier inférieur ou égal & z}.

Le tres célebre Théoreme des Nombres Premiers affirme alors que :

x

On consideére la suite (py,) des nombres premiers.

1. Que vaut 7(py)?

2. En déduire la nature de la série
>
P
3. (Bonus) Retrouver le résultat de la question précédente sans utiliser le

1
TNP et en considérant la série de terme général — In (1 — >

p"L
Exercice 108 (X-ESPCI)

Pour n € N*, on note 7, le nombre de diviseurs de n dans N. Pour = > 1, on

pose
F(z) =Y 7
n<x
1. Déterminer un équivalent de F'(z) lorsque  — +oc.

2. Montrer plus précisément que

F(z)=zlnz+ 2y — 1)z + O(Vx) (x — +00),

ou v désigne la constante d’Euler.
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