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AVERTISSEMENT

Nous présentons ici une réédition légerement révisée du Séminaire original, dont le
but et le contenu se trouvent indiqués dans I'Introduction. La révision a consisté pour
Pessentiel dans la correction de fautes de frappe, I'addition (en notes de bas de page)
de quelques remarques ou références supplémentaires, le découpage actuel en trois
volumes munis chacun d’une table des matieres détaillée et d’un index des notations,
I’adjonction d’un index terminologique a la fin du volume 3. De plus, I'exposé VIg
de J.-E. Bertin a été partiellement réécrit par ses soins, notamment les paragraphes 5
et 10, de sorte que certaines références a cet exposé sont différentes des références a
I’exposé originel. Le lecteur trouvera une liste des exposés du Séminaire au début du
présent volume.

Depuis la parution de la premiere édition du présent Séminaire a paru la totalité des
Eléments de Géométrie Algébrique, Chap. IV, ce qui rend inutile certains passages du
Séminaire ; nous avons signalé parfois en note de bas de page les références pertinentes
a EGA IV qui permettent de court-circuiter de tels passages.

Pour un autre exposé sur les groupes algébriques utilisant systématiquement le
langage des schémas, nous signalons le livre de M. Demazure et P. Gabriel, Groupes
Algébriques (North-Holland & Masson et Cie). Contrairement au présent Séminaire,
ce livre ne suppose aucune connaissance de Géométrie Algébrique, mais contient tous
les préliminaires nécessaires de théorie des schémas, et sa lecture peut donc servir
d’introduction & I’étude de notre Séminaire. (Il contient d’ailleurs des theémes non
couverts dans le Séminaire, comme la théorie de structure a la Dieudonné des groupes
algébriques affines commutatifs, dans loc. cit. Chap. V.)

Bures-sur-Yvette, Mars 1970






INTRODUCTION

1. Le but du présent séminaire est double.

D’une part, nous visons & donner des fondements commodes pour la théorie des
schémas en groupes en général. Les exposés I a IV donneront a cet égard les indispen-
sables exercices préliminaires de syntaxe schématique et catégorique. Pour obtenir un
langage qui « colle » sans effort a l'intuition géométrique, et éviter des circonlocutions
insupportables a la longue, nous identifions toujours un préschéma X sur un autre S
au foncteur (Sch)7S — (Ens) qu'il représente ) et il est nécessaire de donner de
nombreuses définitions de telle fagon qu’elles s’appliquent a des foncteurs quelconques,
représentables ou non. D’ailleurs, presque tous les foncteurs que nous aurons a utili-
ser seront des « faisceaux » (pour la « topologie fidelement plate quasi-compacte » ) ;
I’exposé IV, qui ne traite des groupes que de facon accessoire, donne une esquisse du
langage de la « localisation » et des faisceaux, qui s’avere également fort commode
dans les questions de représentabilité des foncteurs. Cet exposé nous fournira surtout,
pour les questions de passage au quotient, le cadre le plus commode pour la suite.

L’exposé V donne quelques résultats généraux sur l'existence de quotients, repris
dans l'exposé VIn dans le cas du quotient d’un groupe algébrique sur un corps (ou
plus généralement, sur un anneau artinien) par un sous-groupe **). Ce dernier exposé
et 'exposé VIg qui lui fait suite contiennent également divers résultats élémentaires
spéciaux aux groupes algébriques sur un corps, couramment utilisés par la suite.

L’exposé VII étudie certains faits liés a la caractéristique du corps de base et
développe notamment avec la généralité qui convient la correspondance entre schémas
en groupes radiciels de hauteur 1 et p-algebres de Lie restreintes.

(*)Un tel point de vue semble avoir été envisagé pour la premiere fois il y a huit ou neuf ans a propos
de la théorie des groupes formels par P. Cartier, qui n’a pas pris la peine malheureusement de le
préciser et de le systématiser comme il le méritait.

(**) Pour une étude plus approfondie du passage au quotient, notamment par les groupes réductifs,
voir I'importante étude de D. Mumford, Geometric Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik,
Bd 34, Springer 1965. Observons que sur un point important, la terminologie de ce livre ne concorde
pas avec la notre, car sur un corps de caractéristique p > 0, les groupes que Mumford appelle
« réductifs » ()| sont les groupes lisses de type multiplicatif au sens du Séminaire (cf. Exp. IX). On
peut sans doute considérer que ’acception de Mumford du sens du mot « réductif », qui perd sa
signification sur une base qui n’est pas un corps, a été adoptée par lui a titre provisoire et comme
une sorte de pis aller (et c’est aussi & peu prés ce qu’explique Mumford pour d’autres motifs, dés le
second alinéa de sa préface!). (1) N.D.E. : voir les remarques ajoutées 4 la fin de cette Introduction.
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Enfin, 'exposé XVIII contient la généralisation, en théorie des schémas, du théo-
reme de Weil sur la définition « birationnelle » des groupes algébriques.

D’autre part, nous nous proposons de généraliser aux groupes sur un préschéma de
base quelconque, la théorie de structure de Borel-Chevalley des groupes algébriques
affines. Il est d’ailleurs apparu a ’occasion de la rédaction des notes du séminaire que
I’hypothese affine était inutile pour de nombreux résultats de la théorie. Les résultats
les plus complets sont obtenus évidemment dans les cas des « schémas en groupes
semi-simples » ou plus généralement « réductifs », dont nous nous occuperons exclusi-
vement a partir de 'exposé XIX. Chevalley lui-méme avait déja donné la construction
des groupes « de Tohoku » au-dessus de I’anneau des entiers, construction qui sera
reprise dans le présent séminaire. Le théoréme d’unicité principal () donne une carac-
térisation simple des variantes « tordues » de ces groupes de Tohoku, sur un préschéma
de base S : ce sont les groupes affines et lisses sur S, dont les fibres géométriques sont
des groupes semi-simples connexes au sens habituel ***) (2),

2. Comme dans le cas de la théorie connue sur un corps algébriquement clos, un
role crucial est joué par les sous-tores des schémas en groupes envisagés. Aussi I’étude
préliminaire des tores, et plus généralement des « schémas en groupes de type multi-
plicatif », (tant du point de vue intrinseque que du point de vue des sous-groupes de
type multiplicatif d’un groupe donné), prend une assez large place dans ce Séminaire
(exposés VIII a XII). Leur remarquable rigidité (plus grande méme & certains égards
que celle des schémas abéliens, ou des schémas en groupes semi-simples) en fait des
instruments de travail tres efficaces pour ’étude de certains groupes plus généraux.

3. A partir de l'exposé XII (A 'exclusion de l'exposé XVIII déja mentionné) nous
utiliserons couramment la théorie des groupes algébriques affines sur un corps al-
gébriquement clos, que le lecteur trouvera dans le Séminaire Chevalley 1956, plus
particulierement dans les exposés IV a IX de ce Séminaire. Nous utiliserons égale-
ment, mais dans une moindre mesure, les exposés ultérieurs du Séminaire Chevalley,
consacrés a la structure des groupes algébriques semi-simples. En effet, nous repren-
drons la théorie de Chevalley directement dans le cadre des schémas : on verra que de
cette fagon (méme sur un corps de base) 'exposé gagne en simplicité et en précision.

4. L’objet principal du présent Séminaire est évidemment de développer des tech-
niques qui s’appliquent a 1’étude des schémas en groupes sur une base quelconque,
i.e. essentiellement a ’étude des familles de groupes algébriques. A ce titre, les pro-
priétés infinitésimales de telles familles, et en particulier le cas d’un schéma de base
artinien, jouent un role important. Ces propriétés interviennent méme pour 1’étude

(%) Cest, 13 le résultat essentiel de la thése de M. Demazure (Schémas en groupes réductifs, Bull.
Soc. Math. France 93 (1965), 369-413).

(2IN.D.E. : Ceci fait référence au corollaire XXII1.5.6, qui se déduit facilement du théoréeme d’unicité
pour les groupes réductifs déployés (cf. XXIII, th. 4.1 et cor.5.2), étant donné que tout S-groupe
semi-simple est une « forme tordue » (pour la topologie étale) d’un groupe « de Téhoku » (cf. XXII,
cor. 2.3).
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des groupes algébriques sur un corps k, dans le cas ou ce dernier n’est pas parfait, pour
pouvoir notamment appliquer la technique de descente dans le cas non galoisien. Parmi
les résultats nouveaux obtenus dans ce cas, signalons I'existence de tores maximaux
et de sous-groupes de Cartan dans un groupe algébrique lisse quelconque, la ratio-
nalité de la variété des tores maximaux, et divers résultats connexes (Exp. XIV ),
ou la correspondance entre les « formes » d’un groupe semi-simple et les fibrés prin-
cipaux homogenes sous un groupe algébrique semi-simple (en général non connexe)
convenable (Exp. XXIV, 1.16-1.20). De fagon générale, on peut dire que les méthodes
requises pour travailler sur un corps de base non parfait sont essentiellement celles
utilisées pour les préschémas de base quelconques, et par la sortent du cadre de la
géométrie algébrique classique.

5. Il n’a pas semblé utile d’indiquer en téte des exposés rédigés la date ou les dates
des exposés oraux correspondants du Séminaire. Contentons-nous de dire que I'ordre
des exposés multigraphiés (de I & XXVI) correspond bien & 'ordre des exposés oraux.
Par ailleurs, la rédaction du texte définitif est parfois nettement postérieure & celle
de I'exposé oral, et souvent en differe assez substantiellement, le texte rédigé étant
généralement plus détaillé et plus complet (tels les Exp. IV et VIIg), voire sensible-
ment plus général (tel I'Exp. XIT ou VIIg) que 'exposé oral. D’autres exposés rédigés
ne correspondent & aucun exposé oral (VIg, VIIx, XV, XVI, XVII, et 'essentiel de
XXVI), et ont été rédigés et insérés dans le Séminaire multigraphié, soit pour fournir
des références commodes pour divers autres exposés (c’est notamment le cas de VIg),
soit parce qu’ils constituent un prolongement naturel des notions et techniques déja
développées. On notera comme conséquence que la lecture des exposés VIIx, Vg,
XV, XVI, XVII n’est pas nécessaire pour I’étude du reste du Séminaire, et notamment
pour la partie de ce Séminaire consacrée aux schémas en groupes réductifs.

6. De la théorie des schémas, nous utiliserons surtout le langage général des sché-
mas, exposé dans EGA I, les notions de morphisme plat, morphisme étale, morphisme
lisse, exposées dans SGA 1, I a V, enfin la théorie de la descente fidelement plate de
SGA 1, VIII. Nous avons dans la mesure du possible évité de formuler des hypotheses
noethériennes inutiles, ce qui nous a obligés en revanche a remplacer 'habituelle hy-
pothése « de type fini » par ’hypothése « de présentation finie ». Pour la notion de
morphisme de présentation finie, le lecteur consultera EGA IV, 1.4 et 1.6. Les résultats
de SGA 1, I a IV, énoncés le plus souvent dans le contexte noethérien, seront déve-
loppés dans le cas général dans EGA IV ***) ol seront développées également en
détail des méthodes standard pour réduire certains types d’énoncés (faisant intervenir
des hypotheses de présentation finie) au cas noethérien (EGA IV, paragraphes 8, 9,
11). Le lecteur qui ne voudra pas admettre ces résultats de EGA IV pourra simplifier
certains énoncés ou leur démonstration en supposant le préschéma de base localement
noethérien. Il s’expose cependant a des difficultés dans les cas ou la démonstration

(+**%) Depuis la rédaction de cette introduction, les quatre parties (881 a4 21) de EGA IV sont parues.

(3)N.D.E. : en particulier, théorémes 1.1 et 6.1.
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procede par descente de A a A, ou A est le complété d’un anneau local noethérien A,
car cette méthode ameéne & introduire 'anneau (en général non noethérien) A @ A.

7. Les références se feront suivant le systeme décimal habituel : la référence 5.7.11
renvoie a la proposition (ou lemme, définition, etc.) de ce nom dans le méme exposé ;
dans la référence XVII 7.8 le chiffre romain indique le numéro de ’exposé. Nous
utiliserons les sigles suivants pour nos références standard :

Bible = Séminaire Chevalley « Groupes de Lie algébriques », 1956/58

EGA X, x.yz = J.Dieudonné et A. Grothendieck, Eléments de Géométrie Algé-
brique, Chap. X, énoncé x.y.z (ou sous-paragraphe x.y, etc.)

SGA n, X y.z = Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois-Marie, année n,
énoncé y.z de 'exposé X.

TDTE

A. Grothendieck, Techniques de descente et Théoremes d’exis-
tence en Géométrie Algébrique, exposés dans le Séminaire Bour-
baki entre 1959 et 1962.

(1) N.D.E. : Concernant le quotient par un groupe réductif, la situation a beaucoup évolué depuis
la rédaction de la Note (%) par A.Grothendieck. En effet, pour un groupe algébrique affine sur un
corps arbitraire k, la « bonne » notion, introduite par Mumford, est celle de groupe « géométriquement
réductif ». (On dit, d’autre part, que G est « linéairement réductif » si toute représentation rationnelle
de G est completement réductible, mais, comme signalé dans la Note (*x), cette condition est trop
contraignante si car(k) > 0). D’apres les résultats de M. Nagata et W. J. Haboush ([Na64], [NM64],
[Ha75]), les k-groupes géométriquement réductifs sont exactement les k-groupes réductifs au sens
du présent Séminaire. Pour tout ceci, voir les éditions ultérieures du livre de Mumford ([MF82]). De
plus, 'extension au cas d’une base arbitraire de la notion de « réductivité géométrique », et de ses
conséquences pour le passage au quotient, a été faite par C.S. Seshadri ([Se77]), et des additions,
dues & M. Raynaud, se trouvent dans I’article [CTS79] de J.-L. Colliot-Théléne et J.-J. Sansuc. Enfin,
pour des développements plus récents concernant le passage au quotient par un groupe algébrique
ou, plus généralement, par un groupoide (cf. 'Exposé V du présent Séminaire), signalons les articles
[Ko97] et [KM97] de J. Kollar et de S. Keel et S. Mori.
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EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES
GROUPES

par M. DEMAZURE

Cet exposé se compose de deux parties; la premiere rassemble un certain nombre
de définitions générales et pose des notations qui seront souvent utilisées par la suite,
la seconde traite de la cohomologie des groupes et aboutit au théoréme 5.3.3 (nullité
de la cohomologie des groupes diagonalisables).

Nous choisissons une fois pour toutes un Univers. (1) Toutes les définitions po-
sées et toutes les constructions effectuées seront relatives a cet Univers. Nous nous
permettrons systématiquement 1’abus de langage suivant : pour définir un foncteur
f € — €', nous nous contenterons de définir Pobjet f(S) de €’ pour tout objet S
de €, chaque fois qu’il n’y aura aucune ambiguité sur la maniere de définir f(h) pour
une fleche h de €. En pratique, nous dirons : soit f : € — %’ le foncteur défini par

FS) =+

1. Généralités

1.1. Soit % une catégorie. On notera % la catégorie Hom(%°, (Ens)) des foncteurs
contravariants de % dans la catégorie (Ens) des ensembles. (?) I existe un foncteur
canonique h : € — % qui associe & tout X € Ob(%) le foncteur hx tel que

hx (S) = Hom(S, X).

o~

Pour tout foncteur F € Ob(%), on définit (cf. par exemple EGA Opy, 8.1.4) une
bijection
Hom(hx,F) = F(X). ©®
En particulier, pour tout couple X, Y d’objets de &, 'application canonique ci-dessous
est bijective :
Homy (X,Y) — Hom (hx, hy);

(UN.D.E. : cf. SGA 4, Exp. I, §0 et Appendice; voir aussi la discussion dans [DG70], p. xxvi.
(DIN.D.E. : On Pappelle la catégorie des préfaisceaus sur €, cf. IV 4.3.1.

(3IN.D.E. : Ce résultat est souvent appelé « Lemme de Yoneda » ; nous utiliserons cette terminologie
dans d’autres N.D.E.
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i.e. le foncteur h est pleinement fidele. 11 définit donc un isomorphisme de % sur une
sgus—catégorie pleine de ‘g, et une équivalence de &€ avec la sous-catégorie pleine de
€ formée des foncteurs représentables (i.e. isomorphes & un foncteur de la forme hy).
Dans la suite, nous identifierons souvent X et hx. Les numéros suivants ont pour but
de montrer que cette identification peut se faire sans danger.

Remarque 1.1.1. — ) On a parfois besoin de la variante suivante. Soit 2 une sous-
catégorie pleine de € et soient X,Y € Ob(Z), notons hi et h{ les restrictions & 2
de hx et hy. Alors on a

Homg (X, Y) = Homg(X,Y) = Hom 4( & he)

et donc : se donner un morphisme X — Y «est la méme chose » que se donner, de
fagon fonctorielle en T, une application ¢(T) : Hom(T,X) — Hom(T,Y), pour tout
T € Ob(2).

1.2. ®) On dira que F est un sous-objet (ou un sous-foncteur) de G si F(S) est un
sous-ensemble de G(S) pour chaque S.

Dans € les limites projectives « quelconques » existent et se calculent par :

(im F;)(S) = lim Fy(S).  ©

3 K2

En particulier les produits fibrés sont définis par :

(FXF)(E) =F©) x FS). @

Nous choisirons comme objet final de % le foncteur e tel que e(S) = {@} ®). Tout

~

F € Ob(%¥) posséde un morphisme unique dans e et on pose

FxF =FxF.

Le foncteur h commute auzx limites projectives; en particulier pour que X x X’
existe (X, X’ € Ob(%)), resp. pour que € admette un objet final e, il faut et il suffit
que hx x hxs soit représentable, resp. e soit représentable, et on a

hX X hX/ ~ hXXX’ et he ~e.

(ON.D.E. : On a ajouté cette remarque.

()N.D.E. : On a modifié 'ordre, pour introduire les produits fibrés avant les monomorphismes,
cf. N.D.E. (9).

(6)N.D.E. : De méme, les limites inductives « quelconques » existent et se calculent « argument par
argument », c.-a-d., (thl F)(S) = lim F;(S); mais en général le foncteur h ne commute pas aux
limites inductives.

('N.D.E. : En particulier, le noyau d’un couple de morphismes u,v : F = G est le sous-foncteur
Ker(u,v) de F défini par Ker(u,v)(S) = {z € F(S) | u(z) = v(x)}.

(®)N.D.E. : {@} (’ensemble des parties de I'ensemble vide) désigne ’ensemble & un élément.
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Un monomorphisme de % west autre qu'un morphisme F — G tel que pour
S € Ob(%), 'application d’ensembles correspondante F(S) — G(S) soit injective. ()

~

Le foncteur T'. Pour tout F € Ob(€) on pose
I'(F) = Hom(e, F);

un élément de T'(F) est donc une famille (ys)seon(#), 7s € F(S) telle que pour toute
fleche f: S" — S” de €, on ait F(f)(ys) = vsr-

On pose I'(X) = I'(hx) pour X € Ob(%). Si € a un objet final e, on a donc un
isomorphisme T'(X) ~ Hom(e, X).

1.3. Soit S € Ob(%’). On note &g la catégorie des objets de ¢ au-dessus de S, i.e. la
catégorie dont les objets sont les fleches f : T — S de €, 'ensemble Hom(f, f) étant
le sous-ensemble de Hom(T, T”) formé des u tels que f = f'ou. Si € posséde un objet
final e, alors €. est isomorphe a €. La catégorie €5 possede un objet final : la fleche
identique S — S.

Si f: T — S est un objet de ¢/s, alors on peut former la catégorie (¢)s),; que
'on note par abus de langage (4/s),r et on a un isomorphisme canonique

%/T = (%/S)/T .

Cette construction s’applique aussi a la catégorie %?, on définit en particulier la
catégorie Cf/;hs. D’autre part, on peut former la catégorie %/\S .

Si f: T — S est un objet de 4/g, alors I'(f) s’identifie & 'ensemble I'(T/S) des
sections de T au-dessus de S, c’est-a-dire des fleches S — T inverses a droite de f.
Remarquons que hy : ht — hg est alors un objet de ‘57113 et que 'on a :

D(hy) = I(he/hs) = [(T/S) = T(f).

1.4. On se propose maintenant de définir une équivalence des catégories ‘2/\5 et ‘KA/},S7
c’est-a-dire de prouver que « se donner un foncteur sur la catégorie des objets de €
au-dessus de S, c’est « la méme chose » que se donner un foncteur sur ¥ muni d’un
morphisme dans hg ».

(i) Construction de ag : ‘ﬁ?hs — ‘2—/\5

Soit d’abord H : F — hg un objet de ‘KA/hS. On doit définir un foncteur ag(H)
sur ¢g. Soit donc d’abord f : T — S un objet de %/g ; définissons ag(H)(f) comme
I'image inverse de f € hg(T) par I'application H(T) : F(T) — hg(T). (19

(N.D.E. : Si F(S) — G(S) est injectif pour tout S, il est clair que F — G est un monomorphisme ;
la réciproque se voit en considérant le diagramme F xg F = F — G. On obtient ainsi que : «F — G
est un monomorphisme si et seulement si le morphisme diagonal F — FXxgF est un isomorphisme »
(cf. EGA 1, 5.3.8). De méme, il est clair que si F(S) — G(S) est surjectif pour tout S, alors F — G
est un épimorphisme, et la réciproque se voit en considérant la somme amalgamée G]_[F G, cf. la
démonstration du lemme 4.4.4 dans 'Exp. IV.

(10ON.D.E. : Par ezemple, si F = hx alors H correspond & un morphisme h : X — S et H(T) :
Hom« (T, X) — Home (T, S) est Papplication g — h o g, d’olt ag(hx) = Homcg/S (=, X).
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Soit ensuite u : f — f’ une fleche de € ; alors F(u) : F(T") — F(T) induit une
application de ag(H)(f’) dans as(H)(f) que 'on note ag(H)(u). On vérifie aussitdt
que les applications

fr—as(H)(f) et ur— as(H)(u)
définissent bien un foncteur sur ¢g, donc un objet ag(H) de ‘E/\S
Soient enfin H : F — hg et H : F/ — hg deux objets de CKA/hS et U: H — H un
morphisme de ‘g/hs :

F— 2 >F

N

Alors pour tout f : T — S, I'application U(T) : F(T) — F/(T) induit une application
as(U)(f):  as(H)(f) — as(®H)(f),
ce qui définit un morphisme de foncteurs
as(U):  as(H) — as(H).
On vérifie aisément que les applications
H+— ag(H) et Ur— ag(U)
définissent bien un foncteur ag : ‘KA/hS — (g/\s

(ii) Proposition 1.4.1. — Le foncteur ag : <KA/hS — ‘?/g est une équivalence de catégo-
T1€S.

Indlquons seulement le principe de la construction d’un foncteur quasi-inverse s :
%/S — ‘K/hs Soit G un foncteur sur ¢g; pour tout objet T de €', on pose
Bs(G)(T) = somme des ensembles G(f) pour f € Hom(T,S) = hg(T),
ce qui définit un foncteur Gs(G) sur %, qui est muni d’une projection évidente sur
hg.
1.5. L’équivalence ag commute aux foncteurs I'. En d’autres termes, si H : F — hg
est un objet de €)ny et ag(H) I'objet correspondant de %/s, on a
I'(as(H)) ~ I'(H) ~T'(F/hg).
L’équivalence ag commute aux foncteurs h, c.-a-d., si f: T — S est un objet de ¢/,

h; : ht — hg est un objet de ‘f/hs dont le transformé par ag n’est autre que hy g (f),
ol -
hc’””/s D Cys — s

est le foncteur canonique '), En conséquence :

(IUN.D.E. : ¢f. la N.D.E. (10).
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Proposition 1.5.1. — Soit H : F — hg un objet de ‘K;hs. Pour que ag(H) : (€)5)° —
(Ens) soit représentable, il faut et il suffit que F : €° — (Ens) soit représentable ; si
F ~ hr, alors ag(H) est représentable par l'objet T — S de €.

L’équivalence ag est transitive en S : si f : T — S est un objet de ¢/s, on a un
diagramme commutatif d’équivalences

-~ as/hT —_— —_—
(€/ns) /o (€)s) /hr (6)s)/1
Cha - € !

ou ag/hr désigne (provisoirement) la restriction (cf. 1.6) du foncteur ag aux objets
au-dessus de hr.

1.6. Changement de base dans un foncteur. — Pour tout S € Ob(%), on a un
foncteur canonique

is : %/S — €
défini par ig(f) = T si f est la fleche T — S. Si f: T — S est un objet de /g, on
note i1/g = iy le foncteur :
its: (€rs)r — C)s,
et on a le diagramme commutatif :

iT/s is

(¢)s) /T s

1%
x

c’est-a-dire, en identifiant (€)s),/T & €)v comme nous le ferons désormais,

iS o iT/S == 7;T .
De la méme maniere, si on identifie €’ et €., lorsque € possede un objet final e, alors
ig/e cg/s — (f/e s’identifie a ig.

Pour X € Ob(%) (resp. Y € Ob(%)g)), soit ps(X) (resp. pr/g(Y)) l'objet de &g
(resp. de €)r) lorsqu’il existe, défini par X x S (resp. Y xg T) muni de sa deuxieme
projection :

X xS Y xgT

ps(X) resp. pr/s(Y)
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Le foncteur (partiellement défini) ps (resp. pr/s) s’appelle foncteur de changement
de base. C’est par définition du produit (resp. du produit fibré) le foncteur adjoint &
droite du foncteur ig (resp. it/s) (12), On note également

ps(X) = Xg et pT/S(Y) =Yr.
Le foncteur ig définit un foncteur (restriction)
ig ¢ — ‘E/\S;
on note Fg = i§(F) =F o ig. On a évidemment
7;’?/8 o ig =i,
c’est-a-dire pour tout foncteur F € Ob(%?),
(Fs)T = Fr.

La notation demande une justification que voici :

Proposition 1.6.1. — Pour que le foncteur (hx)s : (¢)5)° — (Ens) soit représentable,
il faut et il suffit que le produit X x S eziste. On a alors

(hx)s ~ th~

Ceci montre que Fg a deux interprétations : restriction du foncteur F a €/s, fonc-
teur obtenu par changement de base e < S. Ceci conduit a la notation suivante :

F —— Fq Fr

e<—S<—T

qui rend bien compte des deux interprétations précédentes.

Remarquons que l'on a
I'(Fs) ~ Hom(hs,F) ~ F(S),

en particulier
I'(Xg) ~ Hom(S, X).

1.7.0. — (3 Soit E un objet de %. Considérons la catégorie ¢)g des objets de €
au-dessus de E : ses objets sont les couples (V, p) formés d’un objet V de & et d'un
%-morphisme p : hy — E, i.e. p € E(V); un morphisme de (V, p) vers (V',p’) est la

(I2ND.E. :ie sig: U — S (resp. h : V— T) est un objet de s (resp. €y7) alors ig(g) = U et
i1 g(h) est I'objet foh:V — S de ¢/g, et 'on a:

Home ¢ (U,X x S) ~ Home (U, X) resp. Home, . (V,X xg T) ~ Home ¢ (V,X).

(I13)N.D.E. : On a ajouté le lemme ci-dessous (cf. SGA 4, 1.3.4), il est utilisé dans la démonstration
de 1.7.1 et sera utile & plusieurs reprises dans la suite.
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donnée d’un %-morphisme f : V — V' tel que p' o f = p (i.e. E(f)(p’) = p). Notons
L le foncteur
li_I)l'l R hV7
(V,p)ecgE
c.-a-d., pour tout S € Ob(%), L(S) = li_n>1(v,p)
valence de triplets (V,p,v), ot v : S — V est un €-morphisme, et ot l'on identifie
(V,p,v) & (V',p/, f ov) pour tout €-morphisme f:V — V' tel que p’ o f = p.

hvy (S) est 'ensemble des classes d’équi-

Alors, application ¢g(S) qui & la classe de (V, p, v) associe 'élément pov de E(S)
est bien définie, et définit un morphisme de foncteurs

oE : h_r)n hy — E.
(V»P)Gcgla
Lemme. — ¢g est un isomorphisme.

En effet, soit S € Ob(%). Tout x € E(S) est 'image par ¢g(S) du triplet (S, z,idg) ;
ceci montre que ¢g(S) est surjective. D’autre part, soient ¢4 = (Vq,p1,v1) et €y =
(Va, p2,v2) deux éléments de L(S) ayant méme image dans E(S) ; posons v = pjov; =
p20vq. Alors ¢; et {5 sont tous deux égaux, dans L(S), & la classe du triplet (S, v,idg).
Ceci montre que ¢g(S) est injective.

Corollaire. — Pour tout objet F de ‘g, on a
Hom(E,F) = lim F(V).

(V,p)€Cx

1.7. Objets Hom, Isom, etc. — Soient F et G deux objets de %. Nous allons
définir un autre objet de ¥ de la maniére suivante :

Hom(F,G)(S) = Homcg/\S (Fs,Gg) ~ Homcg/hS (F x hs, G x hg) ~ Hom (F x hg, G).
L’objet Hom(F, G) défini ci-dessus possede les propriétés suivantes :

(i) Hom(e, G) ~ G (14)

(ii) La formation de Hom commute d I'extension de la base :
Hom(Fs, Gg) ~ Hom(F, G)s.

(iii) (F,G) — Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et covariant en

G.

Ces trois propriétés sont évidentes sur les définitions.

Nous allons montrer que, pour tout objet E de ‘g, on a

Hom(E,Hom(F, G)) 2 Hom(E x F, G).

(I49N.D.E. : et, si E est un troisieme objet de Z, on a Hom(E,F x G) 2 Hom(E, F) x Hom(E, G).



8 EXPOSE I. STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES GROUPES

Soit ¢ : ExXF — G ; nous devons lui associer un morphisme de E dans Hom(F, G).
Soit donc S’ — S une fleche de €. On a des applications

E(S) x F(S) — E(S) x F(8') 22, q(9)).

Tout élément e de E(S) définit donc pour tout " — S une application F(S') — G(S')
fonctorielle en §', c.-a-d., un élément 0y (e) de Hom(F, G)(S). On a donc obtenu une
application

¢+ 04, Hom(E x F,G) — Hom(E, Hom(F, G)),

qui est « fonctorielle en E ».

Proposition 1.7.1. — (1% Soient E,F,G € Ob(%?).

(a) L’application ¢ — 0, est une bijection :
Hom(E x F, G) — Hom(E, Hom(F, G)).
(b) De plus, on a un isomorphisme de foncteurs :

Hom(E,Hom(F, G)) ~ Hom(E x F, G).

(a) Considérons les deux membres comme des foncteurs en E. Le résultat annoncé
est vrai si E = hyx ; en effet, ce n’est autre en ce cas que la définition du foncteur
Hom(F, G). D’autre part les deux membres comme foncteurs en E transforment li-
mites inductives en limites projectives. Enfin, d’apres le lemme 1.7.0, tout objet E de
% est isomorphe & la limite inductive des hx, ot X parcourt la catégorie ¢/g. Ceci
prouve (a).

(15) Esquissons une démonstration directe de (a). A tout # € Hom(E, Hom(F, G)),
on associe I’élément ¢y de Hom(E x F, G) défini comme suit. Pour tout S € Ob(%),
on a une application

0(S) : E(S) — Hom(F x S, G),

fonctorielle en S. Si (e, f) € E(S) xF(S), alors f est un morphisme S — F, donc f xidg
est un morphisme S — F x S; d’autre part, 6(S)(e) est un morphisme F x S — G,
donc par composition on obtient un morphisme :

0(S)(e) o (f x idg) : S — G,

c.-a-d., un élément ¢y (S)(e, f) de G(S). On vérifie facilement que la correspondance
S +— ¢9(S) est fonctorielle en S, donc définit un morphisme ¢y de E X F vers G. On
laisse au lecteur le soin de vérifier que les applications 6 — ¢y et ¢ — 04 sont des
bijections réciproques I'une de 'autre.

(I5N.D.E.:Ona ajouté le point (b), qui sera utile dans II.1 et I1.3.11. D’autre part, on a esquissé
une seconde démonstration, plus directe, du point (a).
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Démontrons (b). Si S € Ob(%), on a, d’apres 1.7 (ii) et (a) appliqué a €g :
Hom(E, Hom(F, G))(S) ~ Homs(Es, Homg(Fs, Gg))
= Homg(Es xs Fs, Gs)
~Hom(E x F x S, G)
=~ Hom(E x F, G)(S)

et ces isomorphismes sont fonctoriels en S.

Corollaire 1.7.2. — On a :
Hom(E, Hom(F, G)) ~ Hom(F, Hom(E, G)),
Hom(E, Hom(F, G)) ~ Hom(F, Hom(E, G)).

En particulier, faisant E = e, et compte tenu de Hom(e, G) ~ G, on a
I'(Hom(F,G)) ~ Hom(F, G).
Notons que la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels
Hom(F, G) x Hom(G,H) — Hom(F, H).

Si F et G sont deux objets de Cg, on note Isom(F,G) le sous-ensemble de

Hom(F, G) formé des isomorphismes de F sur G. On définit alors un sous-objet
Isom(F, G) de Hom(F, G) par :

Isom(F, G)(S) = Isom(Fg, Gg).
On a alors des isomorphismes
I'(Isom(F, G)) ~ Isom(F, G),
Isom(F, G) ~ Isom(G, F).
Dans le cas particulier ou F = G, on pose
End(F) — Hom(F, F), End(F) = Hom(F, F) ~ I'(End(F)),
Aut(F) = Isom(F, F), Aut(F) = Isom(F, F) ~ [(Aut(F)).

La formation des objets Hom, Isom, Aut, End commute aux changements de base.

Remarque 1.7.3. — (19 Remarquons que P’on peut construire un objet isomorphe &
Isom(F, G) de la maniére suivante : on a un morphisme

Hom(F, G) x Hom(G, F) — End(F);
permutant F et G, on en déduit un morphisme
Hom(F, G) x Hom(G, F) — End(F) x End(G).
D’autre part, le morphisme identique de F est un élément de End(F) et définit

(16)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 1.7.3, pour des références ultérieures.

10

11
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donc un morphisme e — End(F). Faisant de méme avec G et effectuant le produit,
on trouve un morphisme
e — End(F) x End(G).

Il est alors immédiat que le produit fibré de e et de Hom(F, G) x Hom(G, F)
au-dessus de End(F) x End(G) est isomorphe & Isom(F, G).

Toutes ces définitions s’appliquent en particulier au cas ou F = hx, G = hy.
Dans le cas ou Hom(hx, hy) est représentable par un objet de %, on note cet objet
Hom(X,Y). Il posséde la propriété suivante : si Z x X existe, alors

Hom(Z,Hom(X,Y)) ~ Hom(Z x X,Y).
Cette propriété le caractérise lorsque les produits existent dans €.
On définit de méme (lorsqu’ils veulent bien exister) des objets
Isom(X,Y) , End(X) , Aut(X);
remarquons simplement que d’apres la construction donnée plus haut, Isom(X,Y)

existe chaque fois que les produit fibrés existent dans % et que Hom(X, Y), Hom(Y, X),
End(X) et End(Y) existent.

Tout ce qui précede s’applique également a des catégories de la forme €)g. Les
objets correspondants seront notés de maniére aussi explicite que possible par des
symboles appropriés : par exemple, si T et T sont deux objets de ¥ au-dessus de S,
on notera Homg (T, T) lobjet m%/S(T/S, T'/S)

1.8. Objets constants. — Soit ¥ une catégorie ou les sommes directes et les
produits fibrés existent et ou les sommes directes commutent aux changements de
base (par exemple la catégorie des schémas (17)). Pour tout ensemble E et pour tout

objet S de %, posons
(18.1) B — { la somme directe d'une famille (S;);ck

d’objets de € tous isomorphes a S.

Cet objet est caractérisé par la formule :

(1.8.2) Homg (Es, T) = Hom(E, Hom« (S, T)),

pour tout T € Ob(%¥), ou le second Hom est pris dans la catégorie des ensembles.

L’objet Eg est muni d’une projection canonique sur S, de telle facon que E — Eg
est en fait un foncteur de (Ens) dans %/s.

(18) Si § — S est une fleche de %, on a, puisque les sommes directes commutent
aux changements de base,

ES/ = (ES)S/.
En particulier, si € possede un objet final e, on a
Es = (Ee)s-

(IN.D.E.: On a remplacé I’ancienne terminologie « préschémas/schémas » par la terminologie ac-
tuelle « schémas/schémas séparés ».

(18)N.D.E. : Dans les trois paragraphes qui suivent, on a modifié 'ordre des phrases et ajouté quelques
précisions concernant le réle de ’hypotheése () ci-dessous.
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Le foncteur E — Eg/S, de (Ens) dans %y, commute aux produits finis. 11 suffit,
pour cela, de voir que

(x) Es>S<Fs=(E><F)s~

Or, d’apres les résultats de 1.7 appliqués a %g, on a, pour tout T € Ob(%)g), des
isomorphismes naturels (tous les Hom non spécifiés étant pris dans /) :

Hom((E x F)s, T) 2 Hom(gpe) (E x F, Hom(S, T)) =
Hom (gns) (E, Homgne) (F, Hom(S, T))) = Hom gye) (E, Hom(Fs, T))
et
Hom(Eg xg Fs, T) = Hom(Es, Hom(Fg, T)) = Hom gne) (E, Hom(S, Hom(Fs, T))).
Or, Hom(S, Hom(Fg, T)) = Hom(Fs, T), d’ou (x).
Supposons que, & désignant un objet initial de ¥, le diagramme

g—>S
() l l soit cartésien.
S SIIS

(C’est le cas de la catégorie des schémas). (1%) Alors le foncteur E — Eg commute aux
limites projectives finies.

En effet, compte tenu de (x), il suffit de voir que E — Eg commute aux produits
fibrés. Soient u : E — G et v : F — G deux applications d’ensembles. Comme dans &
les sommes directes commutent aux changements de base, on a

1 Fg x Eg = Eg = .
(1) s X Bs ”Sfé(SS ”ngfss
fer feF
x€eE

Si v(f) # u(x), il existe dans ¢g un morphisme

ngfssm—>Sf X S

Sus) L Sua)
or d’apres 'hypothese () le terme de droite est &. Par conséquent,
(2) S xS, =0 siv(f)#u(z).
Gs

D’autre part, si v(f) = u(z), il existe dans €/g un morphisme

S — Sy x Sg;
Gs
comme S % S est objet final de /g, il en résulte que

(3) Sféssz%S st v(f) = u(z).

(19N.D.E. : (%) n’est pas vérifiée si € est la catégorie dont les fleches sont A — B et ida,idp ; dans
cecas B[[B=Bet BxgB=Bz2A.
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Combinant (1), (2) et (3) on obtient un isomorphisme fonctoriel en S

Fg x Eg & H S = (FxE)g.
Gs FxgE G

Un objet de la forme Eg sera appelé objet constant. Remarquons que 'on a un

morphisme fonctoriel en E :

E — T'(Es/S)
qui associe a chaque i € E, la section de Eg sur S définie par I'isomorphisme de S sur
Si. Supposons la condition (x) vérifiée pour tout objet S de % ; alors le morphisme
E — T'(Eg/S) est un monomorphisme pour tout S # &.

Si € est la catégorie des schémas, alors I'(Eg/S) s’identifie aux applications locale-
ment constantes de I’espace topologique S dans I’ensemble E, 'application précédente
associant a chaque élément de E I'application constante correspondante. Remarquons
qu’il résulte de ce qu’on vient de dire que Eg peut aussi étre défini comme représentant
le foncteur qui & tout S’ au-dessus de S associe I’ensemble des fonctions localement
constantes de 'espace topologique S’ dans 1’ensemble E. (20)

2. Structures algébriques

Etant donnée une espece de structure algébrique dans la catégorie des ensembles,
nous nous proposons de I'étendre & la catégorie €. Traitons d’abord un exemple : le
cas des groupes.

2.1. Structures de groupe. — Nous gardons les notations du paragraphe précé-
dent.

Définition 2.1.1. — Soit G € Ob(‘g). On appelle structure de %-groupe sur G la don-
née pour tout S € Ob(%) d’une structure de groupe sur 'ensemble G(S), de telle
maniére que pour toute fleche f: S" — S” de €, application G(f) : G(S”) — G(5)
soit un homomorphisme de groupes. Si G et H sont deux Sog—groupes, on appelle mor-
phisme de ‘g—groupes de G dans H tout morphisme v € Hom(G, H) tel que pour tout
S € Ob(%) 'application d’ensembles u(S) : G(S) — H(S) soit un homomorphisme de
groupes.

On note Hom , (G, H) I'ensemble des morphismes de ‘g—groupes de G dans H
et (‘g—Gr.) la catégorie des (g—groupes.

o~

Exemples. — Soit E € Ob(%); 'objet Aut(E) est muni de maniere évidente d’une
structure de €-groupe. L’objet final e possede une structure de €-groupe unique qui
en fait un objet final de (%-Gr.).

Pour tout S € Ob(%), soit eg(S) 1’élément unité de G(S). La famille des eg(S)
définit un élément eq € I'(G) = Hom(e, G) qui est un morphisme de %-groupes

(20)N.D.E. : Notons aussi que le morphisme diagonal Eg — Eg Xxg Eg = (E x E)g est une immersion
fermée, i.e. Eg est séparé sur S.
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e — G et que 'on appelle section unité de G.
Remarquons que se donner une structure de ¢-groupe sur G revient a se donner
une loi de composition sur G, c’est-a-dire un %-morphisme
e : GxG — G

tel que pour tout S € Ob(%), 7 (S) munisse G(S) d’une structure de groupe.

De la méme maniére, f : G — H est un morphisme de %-groupes si et seulement
si le diagramme suivant est commutatif :

GxG G
(ﬁf)l f
HxH H

Un sous-objet H de G tel que, pour tout S € Ob(%’), H(S) soit un sous-groupe de
G(S) possede évidemment une structure de <g—groupe induite par celle de G : c’est la
seule pour laquelle le monomorphisme H — G soit un morphlsme de ¢- groupes. Le
%-groupe H muni de cette structure est appelé sous- Z- -groupe de G.

Si G et H sont deux cK—groupes, le produit G x H est muni d’une structure de
%-groupe évidente : pour tout S € Ob(%), on munit G(S) x H(S) de la structure
de groupe produit des structures de groupes données sur G(S) et H(S). Le Cg—groupe
G x H muni de cette structure sera dit %Z\—gmupe produit de G et de H (c’en est
d’ailleurs le produit dans la catégorie des %?—groupes).

Si G est un %?—groupe, alors pour tout S € Ob(%), Gg est un %—groupe. Si G et
H sont deux %?—groupes, on définira I'objet Hom > ., (G, H) de %Apar :

Hom_ . (G, H)(S) = Hom% . (Gs, Hg)

(Nota : Hom(g Gr.
la. catégorie (€-Gr.)).
On définit de méme les objets
oms o, (G, H) , Endz. (G) , Autgg, (G).
Définition 2.1.2. — Soit G € Ob(%). On appelle structure de €-groupe sur G une

structure de €-groupe sur hg € Ob(%). On appelle morphisme du é-groupe G dans
le €-groupe H un élément v € Hom(G, H) ~ Hom(hg, hyy) qui définit un morphisme

n’est pas en général un %—groupe, ni a fortiori 'objet Hom dans

de ‘g—groupe de hg dans hy.

On note (%-Gr.) la catégorie des €-groupes. Notons qu’il existe dans (Cat) un
carré cartésien

@

-

r.)

15
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Toutes les définitions et constructions précédentes se transportent donc aussitot a

(#-Gr.) chaque fois que les foncteurs qu’elles font intervenir (produits, objets Hom,
etc.) sont représentables. Elles s’appliquent aussi aux catégories 4/g. En ce cas, nous
noterons Homg o, pour m@-cr.v ete.
2.2. Plus généralement, si (T) est une espece de structure sur n ensembles de base
définie par limites projectives finies (par exemple, par des commutativités de dia-
grammes construits avec des produits cartésiens : structures de monoide, groupe,
d’ensemble & opérateurs, de module sur un anneau, d’algebre de Lie sur un anneau,
etc.) la construction précédente permet de définir la notion de « structure d’espece (T)
sur n objets Fy,...,F, de % » : une telle structure sera la donnée pour chaque S de %,
d’une structure d’espece (T) sur les ensembles Fy(S),...,F,(S) de telle maniere que
pour toute fleche S — S” de ¥, la famille d’applications (F;(S"”)) — (F;(S’)) soit un
poly-homomorphisme pour Pespéce de structure (T). On définit de maniére semblable
les morphismes de 1’espece de structure (T), d’olt une catégorie (%?x % x %?)(T). Le
foncteur pleinement fidele (h x h x --- x h) permet alors de définir par image inverse
la catégorie (¢ X € x - - - x %)(T), puis, comme il commute aux limites projectives, d’y
transporter toutes les propriétés, notions et notations fonctorielles introduites dans
2 Supposons maintenant que dans % les produits fibrés existent, et soit (T) une
espece de structure algébrique définie par la donnée de certains morphismes entre
produits cartésiens satisfaisant & des axiomes consistant en certaines commutativi-
tés de diagrammes construits a ’aide des fleches précédentes. Une structure d’espece
(T) sur une famille d’objets de & sera donc définie par certains morphismes entre
produits cartésiens satisfaisant a certaines conditions de commutation. Il en résulte
que si ¢ et ¥’ sont deux catégories possédant des produits et f : € — %’ est un
foncteur commutant aux produits, alors pour toute famille d’objets (F;) de € munie
d’une structure d’espece (T), la famille (f(F;)) d’objets de € sera par la-méme munie
elle aussi d’une structure d’espece (T). Tout €-groupe sera transformé en €”’-groupe,
tout couple (%-anneau, ¥-module sur ce €-anneau) en un couple analogue dans ¢”,
etc.

Soit en particulier € une catégorie satisfaisant aux conditions de 1.8 2V ; le foncteur
E +— Eg défini dans loc. cit. commute aux limites projectives finies ; il transforme donc
groupe en S-groupe (i.e. ¢/g-groupe), anneau en S-anneau, etc.

Remarque. — 11 est bon de remarquer que le procédé de construction précédent ap-
pliqué a la catégorie % redonne bien les notions que 'on y a déja définies ; en d’autres
termes, il revient au méme de se donner sur un objet de % une structure d’espece (T)
quand on considere cet objet comme un foncteur sur %, ou de se donner une structure
d’espece (T) sur le foncteur représentable sur % défini par cet objet. (22)

(2N.D.E. : y compris la condition (x)

(22)N.D.E. : Par exemple, pour les structures de groupes : soit G € Ob(%); si le foncteur € —

Ens), F — Hom ;(F,G) est muni d’une structure de groupe, il en est de méme de sa restriction
& g

a ¢, X — G(X). Réciproquement, si G est un ©-groupe, alors le morphisme « de multiplication »
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Nous allons encore traiter deux cas particuliers de la construction précédente, le 17
cas des structures a groupes d’opérateurs et le cas des modules.

2.3. Structures a groupes d’opérateurs. —

Définition 2.3.1. — Soient E € Ob(‘g) et G € Ob(cg—Gr.). Une structure d’objet a
‘g-groupe d’opérateurs G (ou de G-objet) sur E est la donnée sur E(S), pour tout
S € Ob(¥), d’une structure d’ensemble & groupe d’opérateurs G(S) de telle maniere
que, pour toute fleche " — S” de ¥, 'application d’ensembles E(S”) — E(S') soit
compatible avec 'homomorphisme d’opérateurs G(S”) — G(S').

Comme d’habitude, il revient au méme de se donner un morphisme
w:GxE—E
qui pour tout S munisse E(S) d’une structure d’ensemble & opérateurs G(S). Mais
Hom(G x E,E) ~ Hom(G, End(E)), donc p définit un morphisme G — End(E)
et il est immédiat que celui-ci applique G dans Aut(E) et que c’est un morphisme
de %-groupes. En conséquence : se donner sur E une structure d’objet a € -groupe
d’opérateurs G est équivalent a se donner un morphisme de € -groupes
p: G — Aut(E).

En particulier, tout élément g € G(S) définit un automorphisme p(g) du foncteur Eg,
c’est-a-dire un automorphisme de E x hg commutant a la projection E x hg — hg,
et en particulier un automorphisme de ’ensemble E(S’) pour tout S’ — S.

Définition 2.3.2. — On note E€ le sous-objet de E défini comme suit :
ES(S) = {z € E(S) | xg invariant sous G(S’) pour tout S’ — S},

ou zgs désigne I'image de x par E(S) — E(5).

Alors EG (« sous-objet des invariants de G » ) est le plus grand sous-objet de E 18
sur lequel G opere trivialement.
DéﬁnitAion 2.3.3. — Soit F un sous-objet de E. On note Normg F et Centro F les
sous-%-groupes de G définis par
(9)Fs =Fs} ¥
(9)F(S') =F(S’), pour tout S’ — S},
(9)

p(9)|lrs = identité}

(
(Centrg F)(S) = {g € G(S
( p(9)|r(s) = identité, pour tout S’ — S},

ou la barre verticale apres p(g) désigne la restriction.

g : G X G — G induit pour pour tout F € Ob(%) une structure de groupe sur Hom%;(F, G),
fonctorielle en F.

(Z3)N.D.E. : On a corrigé l'original, en remplacant l'inclusion p(g)Fs C Fg par une égalité, afin
d’assurer que Normg (F) soit bien un groupe (voir VIg 6.4 pour des conditions sous lesquelles le
« transporteur » coincide avec le « transporteur strict » ).
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Scholie 2.3.3.1. — (*¥) En particulier, soit = € I'(E), i.e. (cf. 1.2) une collection d’élé-
ments zgs € E(S), S € Ob(¥), telle que pour toute fleche f : S — S on ait
E(f)(zs) = g (si € possede un objet final Sy on a I'(E) = E(Sy)). Alors x définit
un sous-foncteur de E, qu’on notera x, et I'on a Normg x = Centrg x. On notera
Stabg (z) et P'on appellera stabilisateur de x ce foncteur; pour tout S € Ob(%) on a
donc :
Stabg (2)(S) = {g € G(S) | p(g)zs = s}

Supposons que les produits fibrés existent dans €; si G = hg (resp. E = hg), ou
G est un %-groupe (resp. E € Ob(%)), et si € possede un objet final Sy, de sorte
que z est un morphisme Sy — E, alors Stabg () est représentable par le produit
fibré G xg Sg, o G — E est le composé de idg X z: G = G x Sg — G X E et de
uw:GxE—E.

Remarque 2.3.3.2. — (*Y) La formation de E€, Normg F et Centrg F commute au
changement de base, c.-a-d., pour tout S € Ob(%) on a

(EC)s = (Eg)®s, (Normg F)s ~ Normg, Fs, (Centrg F)s ~ Centrg Fs.

Définition 2.3.4. — Si G est un %-groupe et E un objet de 2 (resp. E un objet de
%) une structure de G-objet sur E (resp. sur E) est une structure de hg-objet sur E
(resp. hg).

Vu cette définition, toutes les notions et notations définies ci-dessus se transportent
a €, lorsqu’elles ne font intervenir que des foncteurs représentables : par exemple si
Normy, . (hr) est représentable, alors il existe un et un seul sous-objet de G qui le
représente et qui est alors un sous-¢-groupe de G, on le note Normg (F), etc.

Définition 2.3.5. — a) On dit que le ‘g—groupe G opere sur le ‘g—groupe H si H est
muni d’une structure de G-objet telle que, pour tout g € G(S), 'automorphisme de
H(S) défini par g soit un automorphisme de groupe.

1l revient au méme de dire que pour tout g € G(S), lautomorphisme p(g) de Hg
est un automorphisme de ‘E/\S—groupes, ou encore que le morphisme de ‘g—groupes
G — Aut(H) applique G dans Aut.> ., (H).

b) Dans la situation ci-dessus, il existe sur le produit H x G une structure de
‘g-groupe unique telle que, pour tout S, (H x G)(S) soit le produit semi-direct des
groupes H(S) et G(S) relativement & l'opération donnée de G(S) sur H(S). On notera
ce ‘g—groupe H - G et on 'appellera produit semi-direct de H par G. On a donc par
définition

(H-G)(S) = H(S) - G(S)-

Soit G un €-groupe. Pour toute flache 8’ — S de % et tout g € G(S), soit Int(g)
I'automorphisme de G(S’) défini par Int(g)h = ghg~!. Cette définition se prolonge en
celle d’un morphisme de %-groupes

Int : G — Autz . (G) C Aut(G).

(29)N.D.E. : On a ajouté le scholie 2.3.3.1 et la remarque 2.3.3.2.
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La définition 2.3.3 s’applique donc et on a des sous-%?—groupes de G
Normg(E) et Centrg(E)
pour tout sous-objet E de G.

Définition 2.3.6. — On appelle centre de G et on note Centr(G) le sousfg—groupe
Centre (G) de G. On dit que G est commutatif si Centr(G) = G ou, ce qui revient
au méme, si G(S) est commutatif pour tout S.

On dit que le sous—‘g—groupe H de G est invariant dans G si Normg (H) = G, ou,
ce qui revient au méme, si H(S) est invariant dans G(S) pour tout S. (2%

Définition 2.3.6.1. — 5 Soit f : G — G’ un morphisme de %\—groupes. On appelle
noyau de f, et 'on note Ker f le sous-¢-groupe de G défini par

(Ker f)(S) = {z € G(S) | f(5)(z) = 1} = Ker f(S5)
pour tout S € Ob(%) ; c’est un sous—‘g—groupe nvariant.

Notons que si G = hg et G’ = hg/, si € possede un objet final Sy et si les produits
fibrés existent dans €, alors Ker(f) est représentable par Sp xq/ G.

Définition 2.3.6.2. — *% Soient E € % et G un ‘g—groupe opérant sur E. On dit que
Popération de G sur E est fidéle si le noyau du morphisme G — Aut(E) est trivial,
c.-a-d., si pour tout S € Ob(%) et g € G(S), la condition gg -z = x pour tout S’ — S
et x € E(Y), entraine g = 1.

Beaucoup de définitions et de propositions de la théorie élémentaire des groupes se
transposent aisément. Signalons simplement la suivante qui nous sera utile :

Proposition 2.3.7. — Soit f : W — G un morphisme de %?-groupes. Posons H(S) =
Ker f(S). Soit u : G — W un morphisme de ‘g—gmupes qui soit une section de f
(et qui est alors nécessairement un monomorphisme). Alors W s’identifie au produit
semi-direct de H par G pour lopération de G sur H définie par (g, h) — Int(u(g))h
pour g € G(S), h € H(S), S € Ob(%).

L’ensemble de ces définitions et propositions se transporte comme d’habitude & €.
On définit en particulier le produit semi-direct de deux %-groupes H et G (G opérant
sur H) lorsque le produit cartésien H x G existe, et on a ’analogue de la proposition
2.3.7 sous la forme suivante :

Proposition 2.3.8. — Soit H 5 W ER G une suite de morphismes de € -groupes telle
que pour tout S € Ob(%), (H(S), i(S)) soit un noyau de f(S) : W(S) — G(S). Soit
u: G — W un morphisme de € -groupes qui soit une section de f. Alors W s’identifie
au produit semi-direct de H par G pour Uopération de G sur H telle que si S € Ob(%),
si g € G(S) et h € H(S), on ait Int(u(g))i(h) = i(9h).

(25)N.D.E. : De plus, on dit que H est central dans G si Centrg (H) = G, ou, ce qui revient au
méme, si H(S) est central dans G(S) pour tout S.
(26)N.D.E. : On a ajouté les définitions 2.3.6.1 et 2.3.6.2.

20
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3. La catégorie des O-modules, la catégorie des G-O-modules

Définition 3.1. — Soient O et F deux objets de %. On dit que F est un %-module sur
le Z-anneau O, ou en abrégé un O-module, si, pour tout S € Ob(%), on a muni O(S)
d’une structure d’anneau et F(S) d’une structure de module sur cet anneau de telle
maniére que pour toute fleche S’ — S” de €, O(S”) — O(S’) soit un homomorphisme
d’anneaux et F(S”) — F(S’) un homomorphisme de groupes abéliens compatible avec
cet homomorphisme d’anneaux.

Si O est fixé, on définit de maniére habituelle un morphisme des O-modules F
et F/, d’oti le groupe commutatif Homg (F, F’), et la catégorie des O-modules notée
(O-Mod.).

Lemme 3.1.1. — (27 (O-Mod.) est munie d’une structure de catégorie abélienne, défi-
nie « argument par argument ». De plus, (O-Mod.) vérifie 'aziome (AB5) (cf. [Gr57,
1.5]), c.-a-d., les sommes directes arbitraires existent et si M est un O-module, N un
sous-module, et (F;);c1 une famille filtrante croissante de sous-modules de M, alors

UE:NN) = (UF)NN.
i€l i€l

En effet, soit f : F — F’ un morphisme de O-modules. On définit les O-modules
Ker f (resp. Im f et Coker f) en posant, pour tout S € Ob(%), (Ker f)(S) = Ker f(S)
(resp. - -+ ). Alors Ker f (resp. Coker f) est un noyau (resp. conoyau) de f, et 'on a un
isomorphisme de O-modules F/Ker f — Im f. Ceci prouve que (O-Mod.) est une
catégorie abélienne.

Les sommes directes arbitraires existent et sont définies « argument par argument ».
Enfin, si M est un O-module, N un sous-module, et (F;);cr une famille filtrante
croissante de sous-modules de M, alors l'inclusion

UENN) ¢ (UF:) NN
i€l i€l
est une égalité : en effet, si S € Ob(%) et x € N(S) N, Fi(9), il existe 7 € I tel que

Proposition 3.1.2. — 7 On suppose la catégorie € petite, c.-a-d., que Ob(%) est un
ensemble. Alors O est un générateur de (O-Mod.) ; par conséquent, (O-Mod.) posséde
assez d’objets injectifs.

Démonstration. Soit F un O-module. Pour tout S € Ob(%), soit Fo(S) un systeme
de générateurs du O(S)-module F(S). Comme, par hypothese, Ob(%) est un ensemble,
on peut considérer I'ensemble I = |_|S€Ob(<g) Fy(S); alors on a un épimorphisme

0% —F.

(27)N.D.E. : On a ajouté les énoncés 3.1.1 et 3.1.2 pour faire voir que la catégorie (O-Mod.) est
abélienne et vérifie axiome (AB 5), et de plus posséde assez d’objets injectifs si la catégorie € est
petite.
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Ceci montre que O est un générateur de (O-Mod.) (cf. [Gr57, 1.9.1]). Comme
(O-Mod.) vérifie (AB 5), il résulte alors de [Gr57, 1.10.1] que (O-Mod.) possede
assez d’objets injectifs.

Remarque 3.1.3. — Si Oy est le %-anneau défini par Og(S) = Z (qu’il ne faut pas
confondre avec le foncteur associé a 'objet constant Z), alors la catégorie des Og-
modules est isomorphe a la catégorie des €-groupes commutatifs.

Définition 3.1.4. — Remarquons que, si F est un O-module, alors pour tout S €
Ob(%), Fs est un Og-module. On peut donc définir un %-groupe abélien Homg (F, F’)
par
Homg (F,F’)(S) = Homo, (Fs, Fg).
On définira de méme des objets
Isomg(F,F'), Endg(F) et Auty(F),

le dernier étant un (g—groupe pour la structure induite par la composition des auto-
morphismes.

Définition 3.2. — Soient O un %A—anneau, F un O-module et G un Cg—groupe. On
appelle structure de G-O-module sur F une structure de G-objet telle que pour
tout S € Ob(¥) et tout g € G(S), 'automorphisme de F(S) défini par g soit un
automorphisme de sa structure de O(S)-module.

Il revient au méme de dire que le morphisme de <g—g]roupes

p: G — Aut(F)

défini en 2.3 applique G dans le sous—‘g—groupe Autg (F) de Aut(F). Se donner une
structure de G-O-module sur le O-module F, c’est donc se donner un morphisme de
Cg—gmupes

p: G — Auto(F).

On définit de maniere naturelle le groupe abélien Homg.o (F, F’), donc la catégorie
additive des G-O-modules notée (G-O-Mod.).

Remarque 3.2.1. — Le lecteur remarquera que (G-O-Mod.) peut également se définir
comme la catégorie des O[G]-modules, o O[G] est I’algebre du %-groupe G sur le
%-anneau O, dont la définition est claire. 3®) Par conséquent, d’apreés 3.1.1 et 3.1.2,
(G-0O-Mod.) est une catégorie abélienne vérifiant ’axiome (AB 5); de plus, si € est
petite, (G-O-Mod.) possede assez d’objets injectifs.

Toutes les constructions de ce paragraphe se spécialisent aussitot au cas ou G (ou
O, ou les deux) sont représentables par des objets de € qui sont par la-méme munis
des structures algébriques correspondantes.

Nous avons traité succinctement le cas des principales structures algébriques ren-
contrées dans la suite de ce séminaire. Pour les autres (structure de O-algebre de Lie

(28)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit ; ceci sera utilisé dans la section 5.

21
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par exemple), nous croyons que le lecteur aura eu suffisamment d’exemples dans ce
paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier faire fonctionner lui-méme le
mécanisme général esquissé dans 2.2.

Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire a la catégorie des
schémas notée (Sch) et plus généralement aux catégories (Sch) /g (qu’on notera aussi

(Schg)).

4. Structures algébriques dans la catégorie des schémas

Nous nous permettrons, chaque fois qu’il n’y aura pas d’ambiguité, les abus de lan-

gage suivants : on désignera par T 'objet T ER S de /s, la donnée de f (« morphisme
structural de T » ) étant sous-entendue, et on identifiera 4 & une sous-catégorie de
Z. Compte tenu des compatibilités énoncées aux paragraphes précédents, ces identi-
fications peuvent se faire sans danger.

Nous simplifierons d’autre part les appellations sur le modeéle suivant : un (Sch)-
groupe sera aussi appelé schéma en groupes, un (Sch) g-groupe schéma en groupes
sur S, ou S-schéma en groupes, ou S-groupe, ou A-groupe lorsque S sera le spectre de
I’anneau A.

4.1. Schémas constants. — La catégorie des schémas satisfait aux conditions exi-
gées en 1.8. On peut donc y définir les objets constants ; pour tout ensemble E, on a un
schéma Egz et pour tout schéma S, un S-schéma Eg = (Ez)s. Rappelons (cf. loc. cit.)
que pour tout S-schéma T, Homg (T, Es) est I’ensemble des applications localement
constantes de ’espace topologique T dans E.

Le foncteur E — Eg commute aux limites projectives finies. En particulier si G est
un groupe, Gg est un S-schéma en groupes; si O est un anneau, Og est un S-schéma
en anneaux, etc.

4.2. S-groupes affines. — Rappelons un certain nombre de choses sur les S-
schémas affines (EGA II, §1). On dit que le S-schéma T est affine sur S si 'image
réciproque de tout ouvert affine de S est affine. La Og-algebre f.(Or), que 'on dé-
signe par &/ (T), est alors quasi-cohérente (f désigne le morphisme structural de T).
Réciproquement, & toute Os-algeébre quasi-cohérente o, on peut faire correspondre
un S-schéma affine sur S noté Spec(«). Ces foncteurs T — &7(T) et &/ — Spec()
sont des équivalences quasi-inverses l'une de 'autre entre la catégorie des S-schémas
affines sur S et la catégorie opposée a celle des Og-algebres quasi-cohérentes.

Il en résulte que se donner une structure algébrique sur un S-schéma affine T est
équivalent & se donner la structure correspondante sur <7 (T) dans la catégorie opposée
a celle des Ogs-algebres quasi-cohérentes. En particulier, si G est un S-groupe affine
sur S, &/ (G) est munie d’une structure de Og-bigebre augmentée, c’est-a-dire que 1’on
a deux morphismes de Os-algébres

A:d(G) — H(G) ®p, Z(G) et e: A (G) — O
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correspondant aux morphismes de S-schémas
T:GxG—G et eq:S — G.

Les applications A et € vérifient les conditions suivantes (qui expriment que G est un
S-monoide) :

(HA 1) A est co-associatif : le diagramme suivant est commutatif

Reps A
/ k
G) G) ®g,
\ %’
A (G) @eg A

(HA 2) : A est compatible avec € : les deux composés suivants sont I'identité

®ﬁs ”Q{(G)

A(G) 2 () @y #(C)E5 (G) @0, 6% (G)
A (C) 2 A (C) ®p, (G) 2L 05 @4, o (G) > ()
(29)

Profitons de la circonstance pour remarquer une fois encore qu’il résulte de la
définition d’une structure de S-groupe que pour se donner une telle structure sur un
S-schéma G affine sur S, il n’est pas nécessaire de vérifier quoi ce soit sur o/ (G), mais
simplement de munir chaque G(S') pour S’ au-dessus de S d’une structure de groupe
fonctorielle en S’. Cette remarque s’applique mutatis mutandis aux morphismes. 25

4.3. Les groupes G, et G,,. L’anneau O
4.3.1. — Soit G, le foncteur de (Sch)° dans (Ens) défini par
Ga(S) =T'(S, Ts)

muni de la structure de (S/Jl)-groupe définie par la structure de groupe additif de
Panneau I'(S, 0g). 1l est représentable par un schéma affine que I'on notera G, et qui
est donc un schéma en groupes

o = Spec Z[T].
En effet, G,(S) = Hom(S, G,) = Homaye (Z[T],I'(S, Og)) ~ I'(S, Os).

(29)N.D.E. : Et, bien sir, le morphisme d’inversion G — G induit un morphisme de Os-algebres
7: 4 (G) — #(G) qui, avec A et ¢, fait de & (G) une Os-algébre de Hopf.
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Pour tout schéma S, on a donc un S-groupe affine sur S noté G, g, qui correspond
a la Os-bigebre O5[T], avec 'application diagonale et 'augmentation définies par :

AT)=T@1+1®T, =(T)=0.

4.3.2. — Soit G, le foncteur de (Sch)® dans (Ens) défini par
G (S) =T(S, 05)",
ou I'(S, Os)* désigne le groupe multiplicatif ge\s éléments inversibles de ’anneau
I'(S, Os), muni de sa structure naturelle de (Sch)-groupe. Il est représentable par
un schéma affine noté G,,
G, = Spec Z[T, T~ '] = Spec Z[Z],
ol Z[Z] désigne I'algébre du groupe Z sur 'anneau Z. En effet
Gum(S) = Homaye (Z[T, T, T(S, O5)) ~T'(S, Os)*.

Pour tout schéma S, on a donc un S-groupe affine sur S noté G,, s qui correspond
a la Og-algebre Og|Z], avec application diagonale et 'augmentation définies par :

Alx)=z@z et e(x)=1, pour x € Z.

4.3.3. — Soit O le foncteur G, muni de sa structure de (S/ch)—anneau. Il est représenté
par le schéma SpecZ[T] que I'on notera Q lorsqu’on le considérera comme muni de
sa structure de schéma d’anneaut.

Pour tout schéma S, Og = S Xgpecz Spec Z[T] = Spec(Os[T]) est donc un S-schéma
en anneaux, affine sur S. (Nota : dans EGA II 1.7.13, Qg est noté S[T]).

4.3.3.1. — B9 Pour tout objet X de (E(I), O(X) = Hom(X, O) est muni d’une
structure d’anneau, fonctorielle en X. En particulier, si X’ est un schéma et si I’on
se donne des morphismes z : X’ — X et f: X — O (c-a-d., f € O(X)), alors
f(z) = fox est un élément de O(X') = T'(X/, Ox/).

—

Définition. — Soit 7 : M — X un morphisme de (Sch), et soit Ox = O x X. On dit
que M est un Ox-module si 'on s’est donné, pour tout X-schéma X', une structure
de O(X')-module sur Homx (X', M), fonctorielle en X'.

Ceci revient a se donner une loi de X-groupe abélien p : M xx M — M et une
« loi externe »

OxM=0x xxM— M, (fym)— f-m

qui est un X-morphisme (i.e. 7(f - m) = w(m)) et qui, pour tout z € X(S), munit
M(z) = {m € M(S) | 7(m) = x} d’une structure de O(S)-module.

Dans ce cas, pour tout Y € Ob(Sch) /x (non nécessairement représentable),
Homx (Y,M) =T (My/Y) est un O(Y)-module, de fagon fonctorielle en Y.

(30)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe, qui sera utile plus loin (cf. II 1.3).
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4.4. Groupes diagonalisables

4.4.1. — La construction de G,,, se généralise comme suit : soit M un groupe commu-
tatif et My le schéma en groupes qui lui est associé par le procédé de 4.1. Considérons
le foncteur défini par

D(M)(S) = Homgroupes(M, Gm(S)) ~ Homs_Gr'(Ms, Gm,S)-
C’est un (S/Jl)—groupe commutatif qui est représentable par un schéma en groupes
que ’on notera D(M) ; on aura donc par définition :
D(M) =~ m(sch)-cr.(MZa Gm).
Posons en effet 27
D(M) = SpecZ[M],
ou Z[M] est l'algebre du groupe M sur ’anneau Z ; on a
D(M)(S) = Homayg (Z[M],I'(S, O5)) ~ Homgroupes(M, I'(S, €5) ™)

par définition méme de 'algebre Z[M].
4.4.2. — Pour tout schéma S on a donc un S-schéma en groupes affine sur S

Ds(M) = D(M)s = Hom gcp).r. (Mz, Gin)s = Homg ¢, (Ms, Gy, 8)-

Il est associé & la Og-bigébre Og[M], munie de application diagonale et de 'augmen-
tation définies par

Alx)=z@z e e(x)=1, pour x € M.
4.4.3. — Si f: M — N est un homomorphisme de groupes commutatifs, on définit de
maniere évidente un morphisme de S-groupes
Ds(f) : Ds(N) — Ds(M) ,
d’ol un foncteur
Ds : M — Dg(M)

de la catégorie des groupes abéliens dans la catégorie des S-groupes affines sur S,
que l'on peut aussi définir comme composé du foncteur M — Mg et du foncteur
Mg +— Homg g, (Mg, Gy, 5). Ce foncteur commute auzx extensions de la base.

Un S-groupe isomorphe & un groupe de la forme Dg(M) est dit diagonalisable. 28
Notons que les éléments de M s’interprétent comme certains caractéres de Dg(M),
c’est-a-dire certains éléments de Homg. g,.(Ds(M), Gy, 5). (Confer VIII 1).

4.4.4. — Donnons quelques exemples de groupes diagonalisables. On a d’abord
D(Z)=G,, et DZ") = (G,)".
On pose
H, = D(Z/n),

et on le nomme groupe des racines n-iemes de l'unité. En effet, on a

1, (S) = Homgroupes (Z/nZ,T'(S, O5)*) = {f € T(S, Os) | f* = 1}.
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Le S-groupe p,, ¢ correspond a la Os-algebre Og[T]/(T" — 1). Supposons en parti-
culier que S soit le spectre d’un corps k de caractéristique p = n. En posant T—1 = s,
on trouve

k[T]/(T% — 1) = k[s]/(s"),

ce qui montre que I'espace topologique sous-jacent a p,, ; est réduit a un point, I’an-
neau local de ce point étant la k-algebre artinienne k[s]/(s?). (Dans le méme ordre
d’idées, signalons que les S-schémas G, s, G, s, Og sont lisses sur S, que Dg(M) est
plat sur S et qu’il est formellement lisse (resp. lisse) sur S si et seulement si aucune
caractéristique résiduelle de S ne divise la torsion de M (resp. et si de plus M est de
type fini), cf. Exp. VIII, 2.1).

4.5. Autres exemples de groupes. — Le procédé précédent s’applique aux
« groupes classiques » (groupes linéaires GL,,, symplectiques Sp,,, orthogonaux O,,,
etc.). On définira par exemple GL,, comme représentant le foncteur GL,, tel que :

GL,(S) = GL(n,I'(S, 0s)) = Aute, ().

On pourra le construire par exemple comme l'ouvert de SpecZ[T;;] (1 < i,j < n)
défini par la fonction f = dét((Ti;);;—;), c’est-a-dire Spec Z[T;;, 1.

4.6. Foncteurs-modules dans la catégorie des schémas. — Nous nous propo-
sons d’associer a tout Og-module sur le schéma S, un Og-module (ot Og désigne le
foncteur-anneau introduit en 4.3.3). Ceci peut se faire de deux maniéres différentes.
De facon précise :

Définition 4.6.1. — Soit S un schéma. Pour tout Og-module .# on note V(F) et
W (#) les foncteurs contravariants sur (Sch) g définis par :

V(ﬁz)(S') = Homﬁs, (f Koy Osr, ﬁs/),

W(Z)(S") =T1(Y, F ®¢, Os)

(o F ®gs Os désigne image inverse sur S’ du Os-module ).

Alors V(.Z) et W(%) sont munis de maniere évidente d’une structure de Osg-
modules (on rappelle que Og(S') = T'(S/, Os) = W(0s)(S')), de telle fagon que l'on a
en fait défini deux foncteurs V et W de la catégorie des Os-modules dans la catégorie
des Og-modules, V étant contravariant et W covariant.

Nous nous restreignons dans la suite de ce paragraphe au cas ou les Os-modules
en question sont quasi-cohérents, c’est-a-dire que nous considérons V et W comme
des foncteurs de la catégorie (Os-Mod.q.c.) des Os-modules quasi-cohérents dans la
catégorie des Og-modules

V : (0s-Mod.q.c.)’— (Og-Mod.),
W : (0s-Mod.q.c.) — (Og-Mod.).
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Remarque 4.6.1.1. — 3V Le lecteur remarquera que, dans la suite, toutes les propo-
sitions qui ne font intervenir que le foncteur W sont valables pour des Os-modules
arbitraires, non nécessairement quasi-cohérents.

Proposition 4.6.2. — (i) Les foncteurs V et W commutent a l’extension de la base :
si S est au-dessus de S et si F est un Os-module quasi-cohérent, on a

V(ﬁ & ﬁs/) ~ V(g)s/ et W(y & ﬁs/) ~ W(y)s/

(ii) Les foncteurs V. et W sont pleinement fidéles : les application canoniques

Homg, (#, #') — Homo, (V(F'), V(F))

Homg, (Z, #') — Homo, (W (F), W(F))

sont bijectives.
(iii) Les foncteurs V et W sont additifs :
V(ZDF)=V(F)xV(F) et W(FDIF)=W(ZF)x W(F').
S S

Les parties (i) et (iii) sont évidentes sur les définition. Pour (ii), on prend pour S’ 31

des ouverts de S. Nous laissons la démonstration au lecteur (pour V, utiliser EGA TI,
1.7.14).

Rappelons (cf. 3.1.4) que si F,F’ sont des Og-modules, Homg_ (F,F’) désigne le
S-foncteur (en groupes abéliens) qui a tout S’ — S associe Homo, (Fg/, Fg/).

Proposition 4.6.3. — 32 On a des morphismes canoniques dans (Og-Mod.) :

Home (W(F), W(F")) Homg, (V(F'), V(7))

W (somey(F, F'))

Cela résulte immédiatement de 4.6.2 (i) et (ii).

Notation 4.6.3.1. — Soit F un Og-module quasi-cohérent. On sait (EGA 11, 1.7.8) que
le S-foncteur V(%) est représentable par un S-schéma affine sur S que 'on note V(%)
et que lon appelle fibration vectorielle (33 définie par .Z :

V(F) = Spec(S(F)),

BUN.D.E.:Ona ajouté la numérotation 4.6.1.1, pour des références ultérieures.

(32)N.D.E. : On a ajouté I'isomorphisme Homqg  (W(F), W(F')) = Homq (V(F'), V(F)).
(33)N.D.E. : on a remplacé « fibré vectoriel » par « fibration vectorielle » ; I'usage actuel étant d’appeler
« fibré vectoriel de rang r » une fibration vectorielle qui est localement triviale de rang r, c.-a~d., dont
le faisceau des sections est localement isomorphe a ﬁ? .




32

33

26 EXPOSE I. STRUCTURES ALGEBRIQUES. COHOMOLOGIE DES GROUPES

ot S(.F) désigne I’algebre symétrique du Os-module .7 . (34)

Proposition 4.6.4. — Soient ¥ et F' deur Os-modules quasi-cohérents, & une Og-
algébre quasi-cohérente. On a un isomorphisme fonctoriel :

Homg (Spec(# ), Homg, (W(F'), W(F))) — Homg, (F', F Qg ).

En effet, si on note X = Spec(), le premier membre est canoniquement isomorphe
a Homg, (W(F'), W(F))(X), c’est-a-dire par définition a

Homo, (W(:g”\/)x, W(ﬁ)x) ~ Homoy (W(ﬂl ® ﬁx), W(ﬂ ® ﬁx))
(cf. 4.6.2 (1)), ce qui par 4.6.2 (ii) peut aussi s’écrire
Homg, (F' @ Ox,F @ Ox) = Homgy (F', 7. (7" (F))),

ou on note m : X — S le morphisme structural. Mais, par EGA II, 1.4.7, on a
7w (7% (F)) =~ F @ &/, ce qui acheve la démonstration.

Corollaire 4.6.4.1. — On a un isomorphisme canonique
W(Z ® o) ~ Homg(Spec(&), W(F)).
En effet, (3% soient f : S’ — S un S-schéma et X’ = X xgS’, on a un carré cartésien

f/

XN ——
Lo
et d’apres EGA 11, 1.5.2, X/ est affine sur S’ et 7, (0x/) = f*(«7). On a donc
Homg(Spec(#/), W(F))(8') = Homg (Spec(f*(«)), W(f*(F)))
et d’apres 4.6.4 appliqué & f*(F), F' = O et f*(), ceci égale
(S, f(F) e f (o) =TS [(F @ o)) =W(F o d)(S).

Proposition 4.6.5. — Si F et F' sont deux Os-modules localement libres de type fini,
les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes.

En effet, pour tout S’ — S, on a
W(jfomﬁs (y, f’))(S’) = F(S/7 jfomﬁs (§7 y’)@ﬁs/) = Homﬁs, (y@)ﬁsl, y/@)ﬁsf).
Mais le second membre est bien isomorphe & Homg, (W(F), W(F'))(S') et a
Homeg (V(F'), V(F))(Y'), par 4.6.2 (i) et (ii).

Corollaire 4.6.5.1. — Soit F un Os-module localement libre de type fini. Posons F" =
Homes(F,0s). On a des isomorphismes canoniques :

(BYN.D.E. : Signalons ici les articles [Ni04] (resp. [Ni02]) qui montrent que si S est noethérien et F
un Os-module cohérent, alors W (.#) (resp. le S-groupe qui & tout T — S associe Autg. (F ® Or))
est représentable si et seulement si % est localement libre.

(35)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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W(FY) ~ Homg, (W(F),0s) ~ V(F),
V(") ~ Homg (V(Z),0s) ~ W(Z).
On a enfin la proposition suivante :

Proposition 4.6.6. — Soit [ : F — F' un morphisme de Os-modules localement libres
de rang fini. Pour que W(f) : W(F) — W(F') soit un monomorphisme, il faut et
il suffit que f identifie F localement a un facteur direct de F'.

La proposition directe est essentiellement contenue dans EGA 0r, 5.5.5. (36) Réci-
proquement, si .% est localement facteur direct de .#’ alors, pour tout 7w : S’ — S,
% est un sous-module de 7*.%" (car localement facteur direct), donc W (#)(S') =
(S, 7* %) est un sous-module de W(#')(S") = T'(S', 7*F').

4.7. La catégorie des G-Os-modules. — Soient G un S-groupe et ¥ un Og-
module; W (%) est muni d’une structure de Og-module.

Définition 4.7.1. — On appelle structure de G-Os-module sur % une structure de
hg-Og-module sur W(.%) (cf. 3.2). Un morphisme de G-Og-modules est par dé-
finition un morphisme des hg-Og-modules associés. On obtient ainsi la catégorie
(G-Os-Mod.), et 'on note (G-Os-Mod.q.c.) la sous-catégorie pleine formée des G-Os-
modules qui sont quasi-cohérents comme Og-modules.

Se donner une structure de G-Os-module sur %, c’est donc par 3.2 se donner un
morphisme de (Sch) g-groupes

pihe — Auto (W(F)).

Remarque 4.7.1.0. — ©7) Puisqu’on a, d’apres 4.6.2, un anti-isomorphisme de S-fonc-
teurs en groupes
(1) Auto (W(F)) =~ Aut, (V(F)),

on voit qu’il est équivalent de se donner une structure de hg-Og-module sur W (%) ou
sur V(). En effet, soit p : hg — Auto (W(F)) comme ci-dessus. Pour tout T — S
et g € G(T), notons p*(g) 'image de p(g) par lanti-isomorphisme (}); on a donc
p*(gh) = p*(h) o p*(g), i.e. p* définit une structure de hg-Og-module « a droite » sur
V(Z). En posant p"(g) = p*(g~'), on obtient bien une structure de hg-Og-module
sur V(%), dont la donnée équivaut & celle de p.

Remarque 4.7.1.1. — On peut dire que l'on a construit les catégories que l'on vient
de définir par les carrés cartésiens :

(G—ﬁs—MOd.q.C.) s (G—ﬁs—MOd.) —— (hg—OS—MOd.)
oubli

(Os-Mod.q.c.) —— (0s-Mod.)

(0s-Mod.)

(36)N.D.E. : On a détaillé la phrase qui suit.
(B3TN.D.E. : On a ajouté cette remarque, tirée de [DG], 11, § 2, 1.1.
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(38) Les catégories (0s-Mod.) et (Og-Mod.) sont abéliennes, mais on prendra garde
qu’en général le foncteur W n’est pas exact, ni a gauche ni a droite.

Remarque 4.7.1.2. — 9 Soit .% un G-Og-module. Le sous-faisceau des invariants
FG est défini comme suit : pour tout ouvert U de S,

FEU)=W(F)°U)={zc F(U)|g -xy = x5 pour tout S’ ER U, g € G(S)},
ol zg désigne 'image de x dans I'(S', f*(F)) = T(U, fu f*(F)).

On prendra garde que le morphisme naturel W(.#%) — W(.Z)% n’est pas un
isomorphisme en général. Par exemple, si S = Spec(Z) et G est le groupe constant
7./27 = {1,7} agissant sur .# = Og par 7-1 = —1, on a .Z¢ = 0 mais, si R est une
Fo-algebre, W(.#)%(Spec(R)) = R.

4.7.2. — On suppose désormais, jusqu’a la fin du n°4.7, que G est affine sur S. (49)
Alors, en vertu de 4.6.4, la donnée d’un morphisme de S-foncteurs

p:hg — Endg (W(F))
équivaut a celle d’'un morphisme de Os-modules
p:F — F Q¢ A (G).

Dire que p est un morphisme de (S/(Il) /s-groupes équivaut alors a dire que 1 satisfait
aux axiomes suivants :

(CM 1) le diagramme suivant est commutatif

m

F F Qe A (G)
s id ®A
1®id
T @0y #(C) —20 + F @0, #(G) ®p, (C) .

(CM 2) le composé ci-dessous est lidentité

~

Yy () e Z.

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule (3 droite) (V)

sur la bigebre o7 (G).

(38)N.D.E. : On a corrigé loriginal, en supprimant P’assertion que la catégorie (G-0s-Mod.) est
abélienne, voir 4.7.2.1 plus bas.

(39)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

(4O)N.D.E. : ¢f. VIg, §§11.1-11.6 pour Pextension des résultats de 4.7.2 au cas ot G n’est pas néces-
sairement affine, mais ou G et % sont supposés plats sur S.

(4UN.D.E. : Les G-Og-modules & gauche correspondent de fagon naturelle aux o7 (G)-comodules &
droite.
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Posons &7 = o7 (G). Si.F et #' sont des «7-comodules, un morphisme de comodules
f 1 F — Z' est un morphisme de Os-modules tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

f Z

f®i

®id

FRA —F Q.

On obtient ainsi la catégorie (&/-Comod.), et l'on notera («/-Comod.q.c.) la sous-
catégorie pleine formée des «7-comodules qui sont quasi-cohérents comme Os-modules.
On a donc obtenu :

Proposition 4.7.2. — Soit G un S-groupe affine sur S. On a des équivalences de caté-
gories :
(G-0s-Mod.) = («7(G)-Comod.)
(G-Os-Mod.q.c.) = («(G)-Comod.q.c.)

(42) Si de plus S = Spec(A) est affine et si on note A[G] = T'(S, & (G)), on a une
équivalence de catégories

(#(G)-Comod.q.c.) = (A[G]-Comod.).

(43) Supposons de plus que & = &7(G) soit un Osg-module plat. Soient & un o-
comodule et .% un sous-Os-module de &. Comme & est plat sur g, on peut identifier
F @ o (resp. F ® &/ @ &) & un sous-Og-module de & ® o (resp. & @ o ® ).
Supposons que ug applique % dans F ® &, alors sa restriction pg :  — F Q@ o
munit % d’une structure de &/-comodule; on dit que % est un sous-comodule de &.
Par passage au quotient, pg définit un morphisme de fs-modules &/ — &/F @ o,
qui munit &/.% d’une structure de o/-comodule. Si f: & — & est un morphisme de
g/ -comodules, Ker f (resp. Im f) est un sous-&/-comodule de & (resp. &’), et f induit
un isomorphisme de &-comodules : &/ Ker f — Im f. De plus, si & et & sont des
Os-modules quasi-cohérents, il en est de méme de Ker f et Im f. Par conséquent,
(«7-Comod.) et («/-Comod.q.c.) sont des catégories abéliennes.

Corollaire 4.7.2.1. — On suppose que G est affine et plat sur S. Alors la catégorie
(G-Os-Mod.q.c.) (resp. (G-Os-Mod.)), équivalente a la catégorie des o7 (G)-comodules
quasi-cohérents sur Og (resp. o/ (G)-comodules), est abélienne.

4.7.3. — Supposons maintenant que G soit un groupe diagonalisable, c’est-a-dire que
&/ (G) soit lalgebre d’un groupe commutatif M sur le faisceau d’anneaux Os. Si %
est un Og-module, on a

Fod(G) =[] Femos.
meM

(42)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(43)N.D.E. : On a ajouté le paragraphe qui suit, tiré de [Se68, §1.3].
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Se donner un morphisme de fs-modules

w:F — F4G)
est donc équivalent & se donner des Og-endomorphismes (p,)mem de Z, tels que
pour toute section = de .# sur un ouvert de S, (f,(z)) soit une section de la somme

directe [[,,cn# (cela veut dire que sur tout ouvert suffisamment petit, il n’y ait
qu’un nombre fini de restrictions des i, (x) qui soient non nulles).

Pour que p définie par
)= 3 () @ m
meM
vérifie (CM 1) (resp. (CM 2)) il faut et il suffit que 'on ait

P © Hm/ = O fhms  (T€SD. Z W = 1dz),
meM
ce qui signifie que les pu, sont des projecteurs deux a deux orthogonaux de somme
I’identité. On a donc prouvé :

Proposition 4.7.3. — Si G = Dg(M) est un S-groupe diagonalisable, la catégorie des
G-Os-modules quasi-cohérents (resp. des G-Os-modules) est équivalente d la catégorie
des Os-modules quasi-cohérents (resp. des Os-modules) gradués de type M.

Remarque. — Si % est muni d’une structure de Ogs-algebre conservée par les opéra-
tions de G, alors la graduation de .% est une graduation d’algébre. Plus précisément :

Corollaire 4.7.3.1. — Le foncteur o/ — Spec o/ induit une équivalence entre la caté-
gorie des Os-algebres quasi-cohérentes graduées de type M et la catégorie opposée a
celle des S-schémas affines sur S a S-groupe d’opérateurs G = Dg(M).

Proposition 4.7.4. — Soit G un S-groupe diagonalisable. Si 0 — F, — Fo — F3 — 0
est une suite exacte de G-Os-modules quasi-cohérents qui se scinde comme suite de
Os-modules, alors elle se scinde également comme suite de G-Os-modules.

En effet, si G = Dg(M), chacun des .%; est gradué par des (.%;),, et pour chaque
m € M la suite

de Os-modules est scindée. La proposition précédente entraine alors le résultat.

5. Cohomologie des groupes

5.1. Le complexe standard. — *% Soient € une catégorie, G un %A—groupe, O
un %-anneau et F un G-O-module. On pose, pour n > 0,

C*(G,F) =Hom(G",F) et C"(G,F)=Hom(G",F),

“U49N.D.E. : Ce complexe est souvent appelé « complexe de Hochschild » ; voir par exemple le §I1.3
de [DGT70].
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ot GO est I'objet final e. Alors C"(G,F) (resp. C*(G,F)) est muni de maniere évi-
dente d’une structure de O-module (resp. de I'(O)-module) et on a

C"(G,F) 2T (C"(G,F)) et C"(G,F)(S)=C"(Gs,Fs).

Se donner un élément de C*(G,F), c’est se donner pour chaque S € Ob(%) une
n-cochaine de G(S) dans F(S), fonctoriellement en S. L’opérateur bord

d: C"(G(S),F(S)) — C""(G(S),F(9)),

qui, rappelons-le, est donné par la formule

n

f(g1,- - 9n+1) = 91f (92, -, gnt1) + Z(—l)if(gh o 910415 -5 nt1)
i=1

+ (_1)n+lf(gla <o 79’/1)7

est fonctoriel en S et définit donc un homomorphisme :
d:C"(G,F) — C""(G,F)

tel que 9od = 0. On a donc défini un complexe de groupes abéliens (et méme de I'(O)-
modules) noté C*(G, F). On définit de la méme manieére le complexe de O-modules
C*(G,F)etona:

(G, F) =T(C(G,F)).

C
On note H*(G, F) (resp. H" (G, F)) les groupes (resp. les ‘g—groupes) d’homologie du
complexe C*(G, F) (resp. C*(G,F)).
On a en particulier

HY(G,F)=F¢ et HY(G,F)=T(F).

Remarque 5.1.1. — (*®) La description « ensembliste » de d donnée plus haut est com-
mode pour vérifier que Jod = 0. On peut aussi définir 9 en termes de la multiplication
m: G x G — G et de action p : G x F — F comme suit : pour tout f € C"(G,F),

Of = po(ida xf)+ Y _(=1)'f o (idgi—1 xm x idgn—i) + (=1)"*' f o pryy

i=1
ou pryy ,,) désigne la projection de Gl = G™ x G sur G”. De méme, pour tout
S e Ob(%) et f € C"(G,F)(S) =C"(Gs,Fg), on a
n
Of = ps o (idas xf) + Y (=1)"f o (idgi1 xms X idgn-:) + (=1)"*" f o pry .
i=1

ol mg et ug sont déduits de m et p par changement de base.

(45)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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5.2. (46) On rappelle (cf. §3) que (G-O-Mod.) est munie d’une structure de catégorie
abélienne, définie « argument par argument » ; ainsi,

0—F —F—F —0
est une suite exacte de G-O-modules si, et seulement si, la suite de groupes abéliens
0— F'(S) — F(S) — F"(S) —0
est exacte, pour tout S € Ob(%).

(47) Supposons € petite ; alors, d’apres 3.2.1, (G-O-Mod.) possede assez d’objets
injectifs, de sorte que les foncteurs dérivés des foncteurs exacts & gauche H et HO sont
définis. Nous nous proposons maintenant de montrer que les foncteurs H" (resp. H")
sont bien les foncteurs dérivés de H® (resp. H).

Définition 5.2.0. — ) Pour tout O-module P, on note E(P) 'objet Hom(G,P) de
% muni de la structure de G-O-module définie comme suit : pour tout S € Ob(%)

on a Hom(G,P)(S) = Homg(Gg, Pg), et on fait opérer g € G(S) et a € O(S) sur
¢ € Homg(Gs, Pg) par les formules
(9-0)(h) = d(hg) et (a-9)(h) = ag(h),
pour tout h € G(S'), S’ — S. De plus, pour tout ¢ € Homg(Gg, Ps) on pose
£(¢) = o(1) € P(S)

(ou 1 désigne ’élément unité de G(S)).

Ceci définit un foncteur E : (O-Mod.) — (G-O-Mod.) et une transformation natu-
relle e : E — Id, ou Id désigne le foncteur identique de (O-Mod.).

Remarque 5.2.0.1. — *®) Dans ce qui suit, désignons par G, et G deux copies de G.
Alors le morphisme

Gi X E(P) — E(P),  (g1,6) ~ (92— 6(0201))
correspond via les isomorphismes
Hom(G; x E(P),E(P)) ~ Hom(E(P), Hom(G1, Hom(G3, P)))
~ Hom(E(P),Hom(G> x G1,P))
au morphisme ¢ — ((92,91) — qS(gggl)), i.e. au morphisme
Hom(G,P) — Hom(Gz x G1,P)
induit par la multiplication pug : G X G — G, (g2,91) — g201-

(46ON.D.E.: On a ajouté le rappel qui suit.

“@)N.D.E.:Ona ajouté la phrase qui suit.

(48)N.D.E. : On a modifié loriginal, afin d’introduire 5.2.0.1 et 5.2.0.2, qui seront utiles dans la
démonstration du théoréeme 5.3.1.



5. COHOMOLOGIE DES GROUPES 33

Lemme 5.2.0.2. — *8) (i) Le foncteur E est adjoint a droite du foncteur d’oubli
(G-O-Mod.) — (O-Mod.); plus précisément, ¢ : E — Id induit pour tout M €
(G-O-Mod.) et P € Ob(O-Mod.) une bijection

Homg-o-Moa.(M, E(P)) — Homo-mod. (M, P)
fonctorielle en M et P.
(ii) Par conséquent, si I est un objet injectif de (O-Mod.) alors E(I) est un objet
injectif de (G-O-Mod.).

Démonstration. A tout O-morphisme f : M — P, on associe 1'élément ¢, de
Homo (M, E(P)) défini comme suit. Pour tout S € Ob(%) et m € M(S), ¢(m) est
lélément de Homg(Gg, Pg) défini par : pour tout g € G(S'), S’ — S,

¢y(m)(g) = f(gm) € P(S).
Alors, pour tout h € G(S), on a ¢r(hm) = h - f(m), i.e. ¢; est un élément de
HomG—O—Mod.(M7 E(P))

Si ¢ € Homg-o-Mod.(M, E(P)) et si on note, pour tout m € M(S), f(m) = ¢(m)(1),
alors

¢5(m)(g) = flgm) = d(gm)(1) = (g- ¢(m)) (1) = ¢(m)(g),
i.e. ¢; = ¢. Réciproquement, il est clair que ¢;(m)(1) = f(m). Ceci prouve (i), et (ii)
en découle aussitot.

Définition 5.2.0.3. — Soit M un G-O-module ; application identique de M (considéré
comme O-module) correspond par adjonction au morphisme de G-O-modules

um : M — E(M)
tel que pour tout S € Ob(%) et m € M(S), pm(m) est le morphisme Gg — Mg défini
par : pour tout 8" — S et g € G(S'), pm(m)(g) = g - mg € M(S).
Notons que upg est un monomorphisme. En effet, epng : E(M) — M est un mor-

phisme de O-modules tel que en o pung = idn ; par conséquent M est facteur direct,
comme O-module, de E(M).

Proposition 5.2.1. — On suppose que € est petite, que les produits finis y existent, et
que G est représentable. Alors, les foncteurs H*(G, ) (resp. H*(G, )) sont les fonc-
teurs dérivés du foncteur exact o gauche HO(G, ) (resp. H (G, )) sur la catégorie
des G-O-modules.

En vertu des résultats généraux bien connus (4%, il suffit de vérifier que les H*(G, )
(resp. H"(G, )) forment un foncteur cohomologique effagable en degrés > 0.
Soit
0—F —F —F —0
une suite exacte de G-O-modules, et soit S € Ob(%). Par hypothese, G est représen-
table par un objet G € Ob(%), et les produits finis existent dans € ; en particulier ¢

(49N.D.E. : cf. [Gr57], 2.2.1 et 2.3. Par ailleurs, on a détaillé 'original dans ce qui suit.
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possede un élément final e. Donc, chaque G™ X hg est représentable par G™ x S (avec
GY = ¢), et la suite

0— F(G"xS) —F(G"xS) —F'(G"x8S) —0
est exacte. Ceci montre que la suite de O-modules
0 — C"(hg,F') — C"(hg,F) — C"(hg,F") — 0

est exacte. Il en résulte que C*(G, ) considéré comme foncteur sur (G-O-Mod.) &
valeurs dans la catégorie des complexes de (O-Mod.) est exact. Ceci montre que les
H"(G, ) forment bien un foncteur cohomologique. Comme le foncteur I' est exact,
il en est de méme pour les H*(G, ). Il nous suffira maintenant de démontrer :

Lemme 5.2.2. — Pour tout P € Ob(O-Mod.), on a :
H"(G,Hom(G,P)) =0 et H"(G,Hom(G,P)) =0, pourn > 0.

11 nous suffit de démontrer que C*(G,Hom(G,P)) et C*(G,Hom(G, P)) sont ho-
motopiquement triviaux en degrés > 0. Il suffit méme de le faire pour le second, le
résultat correspondant pour le premier s’en déduisant par changement de base. (°0)
Or, on définit pour tout n > 0 un morphisme

o: C""Y(G,Hom(G,P)) — C"(G,Hom(G,P))

comme suit. Soit f € C"*(G,Hom(G,P)); pour tout S € Ob(%) et g1,...,9n €
G(S), o(f)(g1,-..,9n) est I'élément de Homg(Gs, Ps) défini par : pour tout S’ — S
et z € G(5'),

U(f)(gh s 7971)(1.) = f((E,gh s 79”)(6) € P(SI)

(ou e désigne I’élément unité de G(S’)). Alors, o est un opérateur d’homotopie en
degrés > 0. En effet, pour tout g1,...,9,+1 € G(S) et 2 € G(S’) on a, d’une part :

9o (f)(91- s gnt1)(2) = (291,92, -+ gn1)(€)

n

D @ g1 GGt gsn)(€) (1) (g, ga) ),
=1

et d’autre part :

U(af)(gl7 .- ,gn+1)(.’li) = (:Ef(glvg%' .. 7gn+1))(e) - f(3391,92, ce. 7gn+1)(e)

n

+ Z(_l)iJrlf(x?gla sy 9iGi41, - - - 7gn+1) + (_1)n+2f(xvglv e ,gn)(e)a
i=1

d’ou
(00 (f) +a(3f))(g15- - gnr1) (@) = fg15- - s gni1) (@),
i.e. 9o + 00 est 'application identique de C" (G, Hom(G, P)), pour tout n > 0.

(59)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Remarque 5.2.3. — (Y L’hypothése « € petite » n’est utilisée que pour assurer Pexis-
tence des foncteurs dérivés R"H et R"H. Dans tous les cas, ce qui précede montre
que les foncteurs H*(G, ) (resp. H"(G, )) forment un foncteur cohomologique, ef-
fagable en degrés > 0, donc ce sont les foncteurs satellites (droits) du foncteur exact
a gauche HY(G, ) (resp. H(G, )), au sens de [Gr57, 2.2]; si (G-O-Mod.) pos-
sede assez d’objets injectifs (ce qui est le cas si € est petite), ils coincident avec les
foncteurs dérivés (loc. cit. 2.3).

5.3. Cohomologie des G-Os-modules. — Soient S un schéma, G un S-groupe
et % un G-Os-module quasi-cohérent. On définit les groupes de cohomologie de G &
valeurs dans .# par

H™(G, %) = H" (hg, W(F)).
(pour les notations, cf. 4.6).
Supposons G affine sur S. Alors, vu la proposition 4.6.4, cette cohomologie se

calcule de la fagon suivante : H*(G, &) est le n-itme groupe d’homologie du complexe
C*(G, .#) dont le n-ieme terme est :

C(G,Z)=T(S,7 @ #(G) ®--- 2 (G)).

n fois

Si f (resp. a;) est une section de # (resp. de &/ (G)) sur un ouvert de S, on a

Nf@a® - ®a)=pz(f) @ ©a @ @ ap

n

Y () fRa® @A Qay
i=1

+ ()" fRa ®ar - ®a, ®1,

on A: (G) - H(G) A (G) et pg : F — F @ A (G) décrivent la structure de
cogebre de 7 (G) et de comodule de % . Remarquons en passant que la cohomologie
de G a valeurs dans .% ne dépend donc que de la structure de comodule de %, et en
particulier que de la structure de S-monoide de G.

On a en particulier
HO(G, #) =T(S,.79),

ot FC, le faisceau des invariants de .F, est défini comme le faisceau dont les sections
sur 'ouvert U de S sont les sections de .% sur U dont l'image inverse dans tout S’
au-dessus de U est invariante par G(S') (cf. 4.7.1.2).

Théoréme 5.3.1. — Soient S un schéma affine, G un S-groupe affine et plat sur S.

Les foncteurs H"(G, ) sont les foncteurs dérivés de H(G, ) sur la catégorie des
G-Os-modules quasi-cohérents.

(31)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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Démonstration. 2 Comme G est affine et plat sur S alors, d’apres 4.7.2.1, la ca-
tégorie (G-Os-Mod.q.c.) est équivalente a la catégorie (& (G)-Comod.q.c.) des &7 (G)-
comodules quasi-cohérents sur O, et est donc abélienne. D’autre part, <7 (G) étant
un Os-module plat, chaque foncteur F — F @4, o/ (G)®" est exact ; comme de plus
S est affine, on obtient que C*(G, ) est un foncteur exact sur (G-0s-Mod.q.c.).

Notons A (resp. ) la comultiplication (resp. I'augmentation) de 7 (G). Pour tout
Os-module quasi-cohérent &2, on note Ind(#?) = & Q¢ &/ (G) muni de la structure
de &7 (G)-comodule définie par

dep @A : 9@55 JZ{(G)—><@®@’S JZ{(G) Rog JZ%(G),
ceci définit un foncteur Ind : (s-Mod.q.c.) — (G-0s-Mod.q.c.).

Il résulte de 4.6.4.1, 5.2.0 et 5.2.0.1 que I'on a un isomorphisme de G-Og-modules :
(%) W(nd(Z)) ~ E(W(Z)) = Hom(G, W(2)).

Via cette identification, le morphisme ¢ : E(W(Z?)) — W(Z?) correspond au mor-
phisme de Os-modules idg @7 : Ind(#) — Z.
On a déja utilisé que le foncteur W : (0s-Mod.) — (Og-Mod.) est pleinement

fidele; il en est de méme, d’apres la définition 4.7.1, de sa restriction a (G-0s-Mod.),
ie.si A, #' sont des G-Os-modules, on a un isomorphisme fonctoriel

Homg_gg-Mod. (A, #') ~ Homeg-og-Mod. (W (), W (4")).
Par conséquent, on déduit du lemme 5.2.0.2 le

Corollaire 5.3.1.1. — (i) Le foncteur Ind est adjoint o droite du foncteur d’ou-
bli (G-Os-Mod.q.c.) — (Os-Mod.q.c.). Plus précisément, Uapplication ide ®@n :
Ind(Z?) — & induit pour tout objet A de (G-Os-Mod.q.c.) une bijection

Homg_@S_Mod. (%, Ind(f@)) ;? Homﬁs (./ﬂ7 9)

(ii) Par conséquent, si .# est un objet injectif de (Os-Mod.q.c.) alors Ind(.#) est
un objet injectif de (G-Os-Mod.q.c.).

Soient % un G-Os-module et pg : F — Ind(F) application définissant la struc-
ture de &7 (G)-comodule. Il résulte de 5.2.0.3 (ou bien des axiomes (CM 1) et (CM 2)
de 4.7.2) que pg est un morphisme de G-Og-modules, et que (idg ®@n) o pgz = idg,
donc que Z est un facteur direct de Ind(#) comme Og-module; en particulier, p.4
est un monomorphisme. Comme on a, d’apres (x) et 5.2.2,

H"(G,W(Ind(%#))) ~ H*(G,Homg (G, W(%))) =0 pour n > 0.
on obtient donc que H”(G, ) est effagable pour n > 0.

Enfin, S étant affine, (0s-Mod.q.c.) posseéde assez d’objets injectifs. Soit donc & —
. un monomorphisme de Og-modules, ou .# est un objet injectif de (Js-Mod.q.c.);
alors, &7 (G) étant plat sur Og, Ind(.%) est un sous-G-Os-module de Ind(.#), d’ou :

(52)N.D.E. : On a modifié I'original, pour faire voir que la catégorie (G-Og-Mod.q.c.) est abélienne
et a assez d’objets injectifs. On pourra comparer avec [Ja03], Part I, 3.3-3.4, 3.9, 4.2 et 4.14-4.16
(ot l'on prendra garde que « k-group scheme » signifie « affine k-group scheme », cf. loc. cit., 2.1).
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Corollaire 5.3.1.2. — La catégorie abélienne (G-Os-Mod.q.c.) posséde assez d’objets
injectifs.
Compte tenu de [Gr57, 2.2.1 et 2.3] (déja utilisé dans la preuve de 5.2.1), ceci

achéve la démonstration du théoréme 5.3.1.

Remarque 5.3.1.3. — On peut aussi démontrer 5.3.1.1 par le calcul suivant. A tout
morphisme de G-Og-modules ¢ : 4 — & Rp, % (G) on associe le Og-morphisme
(ide®n)o ¢ : M — &P. Réciproquement, & tout Og-morphisme f : # — & on
associe le morphisme de G-Os-modules (f ® idg/ () o pow + M — P D64 </ (G). On
voit aussitot que

(ide ®@n) o (f ®idy(q)) ot = (f ®idgy) o (ide @n) o pw = f.
D’autre part, pour tout ¢ le diagramme ci-dessous est commutatif :

V% ¢ P 96, (Q)

Hon i iidg RA
PRid o (q)

M @6s A (G) ——= P Qg H(G) Ros A (G).

Il en résulte que

(((id@ ®n) o ¢) ®idy(a) ) opy = (1de @n®idy () o (¢ ®idy(q)) © ta
= ([dep ®n ®idy(q)) o (ide @A) 0 ¢ = ¢.
Ceci prouve 5.3.1.1 (i) (et (ii) en découle).

Soit # un G-Os-module; on a vu plus haut que 'axiome (CM 2) de 4.7.2 montre
que considéré comme Og-module, .# est un facteur direct de E(.#). Cela entraine :

Proposition 5.3.2. — Soient S un schéma affine et G un S-groupe affine et plat ; sup-
posons que toute suite exacte 0 — F1, — Fo — F3 — 0 de G-Os-modules quasi-
cohérents, qui se scinde comme suite de Os-modules, se scinde également comme
suite de G-Og-modules.

Alors, les foncteurs H"(G, ) sont nuls pour n > 0 (ou ce qui revient au méme, le
foncteur HO(G, ) est ezact).

En effet, d’apres 'hypothese, la suite de G-Og-modules
0— % —E¥%) —E%)/% —0

est scindée ; .Z est donc facteur direct, comme G-Og-module, dans E(%), or la coho-
mologie de ce dernier est nulle.

On tire immédiatement de la et de la proposition 4.7.4 :

Théoréme 5.3.3. — Soient S un schéma affine et G un S-groupe diagonalisable. Pour
tout G-Os-module quasi-cohérent &, on a H*(G,.%) =0, pour n > 0.
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Remarque. — La proposition 5.3.2 reste valable, lorsque G n’est pas nécessairement
plat sur S; la démonstration fait alors appel & la cohomologie relative. (°3)

6. Objets et modules G-équivariants

(54) Soit € une catégorie ayant un objet final et olt les produits fibrés existent. Soit
G un %?—groupe, 7 : M — X un morphisme de %?, et A = Ax : G x X — X une action
de G sur X. Dans la suite, on notera Y Xy M le produit fibré de 7 : M — X et d’'un
X-foncteur f:Y — X.

Pour tout U € Ob(¥) et « € X(U), on notera M, = U x, M, i.e. pour tout
¢:U — U, ona

M, (U') = {m e M(U') | n(m) = zy = ¢*(2)}.
Enfin, si ¢ € G(U) on notera aussi gz 1’élément A(g,x) de X(U).

Définition 6.1. — a) On dit que M est un X-objet G-équivariant si on s’est donné
une action A : G x M — M de G sur M relevant A, i.e. telle que le carré ci-dessous
soit commutatif :

GXM4A>M

idg XW\L lﬂ'

G><X4/\>X

Ceci équivaut & se donner pour tout morphisme (g,z) : U — G x X des applications
Ag(g) i Mg(U) — Mg, (U), m—g-m

vérifiant 1-m =m et g- (h-m) = (gh) - m et fonctorielles en le (G x X)-objet U.
Ceci équivaut encore a se donner des morphismes de U-objets :

ACD(g) : M, — Mg:z:
vérifiant A, (1) =id et Apz(g) o Ax(h) = Az (gh).

b) Soit maintenant O un %-anneau et soit Ox = O x X. Sous les conditions de
(a), on dit que M est un Ox-module G-équivariant si c’est un Ox-module (cf. la
définition 4.3.3.1, valable pour tout foncteur en anneau sur une catégorie €) et si
Paction A est compatible avec la structure de Ox-module de M, c.-a-d., si pour tout
(9,2) € G(U) x X(U) (U € Ob(¥)), Papplication Ay(g) : My — Mg, m — g-m est
un morphisme de Oy-modules.

Remarque 6.2. — (i) Dans (a) ci-dessus, les conditions A, (1) = id et Ay, (g) oAz (h) =
A, (gh) entrainent évidemment que chaque A,(g) est un isomorphisme, d’inverse
Ay (g71). Réciproquement, si 'on suppose que chaque A, (g) est un isomorphisme, la
condition Ap,(g) o Az(h) = Az (gh) appliquée & h = 1 donne A, (1) = id.

(53)N.D.E. : Les éditeurs n’ont pas cherché a développer cette remarque.
(54)N.D.E. : On a ajouté cette section.
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(ii) Soit M un Ox-module. D’abord, on voit que se donner un morphisme A :
G x M — M rendant commutatif le diagramme de 6.1 et tel que chaque morphisme
Az(g9) : My — Mg,, m — g -m, soit un isomorphisme de Oy-modules, équivaut & se
donner un isomorphisme de Ogxx-modules :

6: GxM=(GxX)xp, M- (GxX)xM

(g,:v,m) — (gvl'vg'm)'

Comme on a supposé que chaque A, (g) est un isomorphisme, ’égalité A, (1) = id
sera conséquence de 'égalité Ay, (g) o A,(h) = Az(gh) appliquée & h = 1. On obtient
donc que A est une action de G sur M (i.e. g - (h-m) = (gh) - m) si et seulement si
le diagramme de (G x G x X)-isomorphismes ci-dessous est commutatif (ol on note
u la multiplication de G et f*(0) l'isomorphisme déduit de 6 par un changement de
base f:GXxGxX - GxX):

pr3 3(0)
(GxGxX) x M — (GxGxX) x M
PrxOpry 3 Aoprj 5
(G x G xX) X M (G x G xX) X M
prxo(pxidx) prxo(idg xA)
(pxidx)*(0) [ | (ida xA)*(0)
(GxGxX) x M=—(GxGxX) x M
Xo(pxidx) Xo(idg XA)

On voit donc que se donner une structure de Ox-module G-équivariant sur M équi-
vaut & se donner un isomorphisme 6 de Ogxx-modules comme plus haut, tel que le
diagramme ci-dessus soit commutatif.

(iii) Tout ce qui précede s’étend au cas ot G est seulement un %-monoide : dans
ce cas, se donner une action A : G x M — M relevant A et telle que chaque A, (g) :
M, — Mg, soit un morphisme de Oy-modules, équivaut & se donner un morphisme
0 de Og xx-modules comme en (ii), tel que le diagramme ci-dessus (sans les signes ~
sous les fleches) soit commutatif, et tel que ppg o 6o (eg x idy) = idyp, olt eg désigne
la section unité de G et pn la projection sur M.

6.3. Morphismes G-équivariants. — Soit Y un second objet de ‘6?, muni d’une
action )LY :G XY — Y de G, et soit N un second Ox-module G-équivariant. On dit
quun €-morphisme f : Y — X (resp. un morphisme de Ox-modules ¢ : M — N) est
G-équivariant s'il commute a Paction de G, i.e. si U'on a ensemblistement f(g-y) =
g f(y) (resp. ¢(g-m) =g-p(m)), ce qui équivaut a dire que f o Ay = Ax o (idg X f)
(resp. ¢ o Ay = Ax o (idg x9)).

On obtient alors aussitot le lemme suivant :
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Lemme 6.3.1. — Soient f : Y — X un morphisme G-équivariant et M un Ox-
module G-équivariant. Alors limage inverse f*(M) =Y x; M est un Oy-module
G-équivariant.

D’autre part, G agit sur Hom (Y, X). En effet, soient T € Ob(%), g € G(T) et
¢ un T-morphisme Y1 — X, alors g définit des automorphismes Ay (g) et Ax(g) de
Y1 et X, et Pon notera g - ¢ (ou aussi ggg~!) le morphisme Ax(g) o ¢ o A\y(g71).
Ceci définit une action de G(T) sur Homr (Y, X), fonctorielle en T.

Définition 6.3.2. — Si¢p: Y — X est un ‘g—morphisme arbitraire, on peut donc consi-
dérer son stabilisateur Stabg (¢) (cf. 2.3.3.1) : pour tout T € Ob(%), Stabg (¢)(T) est
le sous-groupe G(T) formé des g tels que g o ¢ = ¢ 0 g, i.e. tels que le diagramme

Yo &XT

|, b

YTHXT

commute. Alors, le morphisme ¢ : Y — X est équivariant sous Stabg (¢).

6.4. Sections globales. — Soit M un Ox-module G-équivariant. Notons Sy l'objet
final de ¢ et (cf. Exp. 11, 1.1) [[x 5, M le « foncteur des sections de M sur X » : c’est
le foncteur qui & tout T € Ob(%) associe

HomX(XT,M) = HOHIXT(XT,MT) = F(MT/XT)

Rappelons d’autre part que tout morphisme g : Z — Y de ‘g—objets au-dessus de X
induit un morphisme de groupes abéliens M(g) : M(Y) — M(Z), qui est compatible
avec le morphisme d’anneaux g* : O(Y) — O(Z). En particulier, lorsque Z =Y (g
étant alors un X-endomorphisme de Y'), on obtient un morphisme de groupes abéliens
M(g): M(Y) — M(Y)
qui n’est pas en général un morphisme de O(Y)-modules, mais qui vérifie, pour tout
meM(Y)etae O(Y):
M(g)(a-m) = g*(e) - M(g)(m).

Ceci étant dit, on écrira simplement, dans la suite, g* au lieu de M(g).

Soit T € Ob(%) et soient X1 = X x T et prx la projection Xt — X. Pour tout
a € O(Xrt) et g € G(T), posons g(a) = (g71)*() : c’est I'élément de O(X) défini
ensemblistement par : pour tout S € Ob(%) et z € X(S), t € T(S),

gla)(z,t) = a(g~"z,1).

On obtient ainsi une action (& gauche) de G(T) par automorphismes d’anneaux sur
O(Xr), fonctorielle en T, et telle que g(a) = « si « est 'image dans O(Xr) d'un
élément de O(T).

Notons maintenant ¢ le morphisme identité de Xt (cf. 6.3 et la généralisation
plus bas & un morphisme ¢ : Y — X) et désignons Homx (X, M) par M(pg~1)
resp. M(¢), selon que Xt est regardé comme X-objet via pry o A(¢g~1)r, resp. prx.
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Alors A(g~1)t est un X-morphisme entre ces deux X-objets donc, d’apreés ce qui
précede, on obtient un morphisme de groupes abéliens
(71" M(¢) — Ml(gg'), m—moA(g )

qui vérifie (g71)*(a-m) = (ga)-(g~1)*(m) pour tout m € M(¢) et a € O(X). (Sim
est une section de M sur X alors (g71)*(m) est la section définie ensemblistement
par (z,t) — m(g~'x,t).) En particulier, (§71)* est un morphisme de O(T)-modules.

D’apres la fonctorialité des morphismes de O(Xr)-modules A, (g), on obtient un
diagramme commutatif :

(g=h)*

M(¢) —— M(¢g~ ')
Ad)(g)l J{Awl(g)
M(g¢) o) M(gpg™)

et gpg~! = ¢, puisque ¢ est I'application identité. Notant A(g) = (¢7')* o Ay(g), on
obtient donc un morphisme de groupes abéliens

Alg): M(¢) — M(¢)

1

qui est « compatible avec 'action de G(T) sur O(Xr) », i.e. qui vérifie

Alg)(a-m) = (ga) - A(g)(m).
Enfin, si h est un second élément de G(T), il résulte de la fonctorialité de M et des
morphismes A, (g) que 'on a un diagramme commutatif

M(¢)

Agy(h
Au(9) N
Ay (h

@

)
M(g¢) ——— M(hgo)
h —1y\*
(67" <g—1>*l Lo
(h) (h™1)
M(¢)
d’ott A(h) o A(g) = A(hg). Par conséquent, on a obtenu la proposition suivante
Proposition 6.4.1. — Pour tout T, le O(Xr)-module (J[x s, M)(T) = I'(Mr/Xr)

est muni, de fagon fonctorielle en T, d’une action de G(T) « compatible avec laction
de G(T) sur O(Xr) », i.e. qui vérifie

A(g)(a-m) = g(a) - A(g)(m).
Comme g(a) = a pour o € O(T) ceci donne, en particulier, que HX/SO M est un
G-Og,-module.

Ag(h

M(¢) ———— M(h9)

Plus généralement soient, comme en 6.3, Y un second ‘ﬂ?—objet G-équivariant, ¢ :
Y — X un %-morphisme et H = Stabg (¢). Alors le produit fibré M, =Y x4, M est
un Ovy-module H-équivariant. On obtient donc le :
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Corollaire 6.4.2. — Le foncteur [[y 5, My est un Stabg(¢)-Os,-module.

6.5. Ox-modules G-équivariants. — Appliquons ce qui précede dans la situation
suivante. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes opérant sur un S-schéma X,
et F un Ox-module (pas nécessairement quasi-cohérent).

Définition 6.5.1. — On dit que .% est un Ox-module G-équivariant si le Ox-module
M = W(Z) est G-équivariant, c.-a-d., si on s’est donné, pour tout morphisme (g, ) :
U — G xg X, des isomorphismes de Oy-modules

Aulg) s W(a™(F)) — W((g2)"(F)),

fonctoriels en U et vérifiant Ap.(g) o Ay(h) = Ay(gh). Comme le foncteur W est
pleinement fidele (cf. 4.6.1.1 et 4.6.2), on obtient donc des isomorphismes de Oy-
modules

Aulg): 2" (F) = (92)"(F),
ou l'on rappelle que gz désigne le morphisme A o (g,z) : U — X. En particulier,
appliquant ceci au morphisme identité de G xg X, on obtient un isomorphisme de
Oc xsx-modules

(%) 0: prx(F) " \(F)

tel que le diagramme (#%) de morphismes de faisceaux sur G xg G xg X ci-dessous
soit commutatif :

pr;S(Q) * * : * *
pr5 3 0 pr(F) ~ prs 3 0 A*(F) === (idg xA)" o pr}(F)
(%) U] (ide xX2)*(8)
_ (uxidx)*(0) .
(u xidx)* o pr(F) ——=— (u x idx)* 0 A*(F) =——— (idg xX\)* 0 A*(F) .

De plus, si & est un second Ox-module G-équivariant, on dit qu'un morphisme de
Ox-modules ¢ : & — F est G-équivariant si le morphisme W(¢) : W(&) — W(F)
Pest. Avec les notations ci-dessus, ceci équivaut a dire que 0.z o priy(¢) = A\*(¢) 0 bs.

Remarque 6.5.2. — Si f: Y — X est un morphisme G-équivariant, il résulte de 6.3.1
que f*(#) est un Oy-module G-équivariant.

Remarque 6.5.3. — Supposons de plus % quasi-cohérent. Alors il résulte de ce qui
précede que la donnée d’une structure de Ox-module G-équivariant sur M = W (%)
équivaut & la donnée d’une telle structure sur V(.%), ce qui équivaut encore & se
donner une action de G sur la fibration vectorielle V(.%), compatible avec 1’action sur
X et « linéaire » sur les fibres.

En effet, notons ¢ l'isomorphisme \*(F) — pri (%) inverse de 0. Pour tout
morphisme (g,z) : U — G xg X, on a un isomorphisme de Oy-modules ¢,(g) =
Ay(9)™t = Agu(g™!) de (gz)*(F) vers z*(:#), il induit un isomorphisme de Oy-
modules

V((gz)*(F)) — V(2"(F))
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qu’on notera ‘¢, (g). On a alors

1 _

t¢ga¢(h) © t(bx(g) = t(Agac(h) o ¢x(g)) = tAx(hg) t= t¢x(h9)'
Comme, pour tout X-schéma f:Y — X, ona V(F) x;Y ~ V(f*(F)) (ctf. 4.6.2),
on obtient donc que I'isomorphisme

fo: G xgV(F)= (G xsX) Xpr, V(F) = V(prk(F))
= V(X' (F)) = (G x5 X) xx V(F)

munit V(&) d’une structure de Ox-module G-équivariant. Enfin, identifiant chaque
foncteur V(=) & la fibration vectorielle qui le représente, et composant *¢ avec la
projection sur V(.%), on obtient une action de G sur la fibration vectorielle V(.%#),
compatible avec ’action sur X et « linéaire » sur les fibres.

On retrouve ainsi la définition donnée, par exemple, dans [GIT, Chap. 1, §3], a
ceci prés que dans loc. cit. Mumford considére un Ox-module localement libre de
rang fini &, et définit une action de G sur V(&) = W(&V). En effet, le diagramme
(**) précédent, avec 6 remplacé par ¢ et le sens des fleches renversé, est exactement
celui qu’on trouve dans loc. cit., Def. 1.6, et I'isomorphisme ?¢ ci-dessus coincide avec
I’isomorphisme @ de loc. cit., p. 31.

Remarque 6.5.4. — Considérons en particulier le cas ou X = S, muni de 'action tri-
viale de G. Dans ce cas, un Os-module G-équivariant % est la méme chose qu’un
G-Os-module (cf. 4.7.1). De plus, si 'on note f le morphisme G — S (égal ici & pry
et & \), alors l'isomorphisme

(*) 0. f(F)— f(F)
est un élément de
Homg,, (f*(F), f*(F)) = Homog (W(f*(F)), W(f*(#))) = Endo, (W(F))(G)

qui n’est autre que le morphisme p : G — Endo (W(%)) définissant I'opération de
G sur W(.Z). De plus, 6 correspond par adjonction au morphisme de fs-modules
fx(@)oT : F — fuf(F),onuT:F — f.f"(F) est le morphisme « unité » de
ladjonction. (Ceci sera utilisé dans VIg, 11.10.bis.)

6.6. Les foncteurs [[y o W(F) et W (p(F)). — Soient S un schéma, G un S-
schéma en groupes opérant sur des S-schémas X et Y via les morphismes A\ : GxgX —
Xetp:GxsY — Y, et soit p: X — Y un morphisme G-équivariant. On suppose
que les morphismes p: X — Y et vy : Y — S sont quasi-compacts et quasi-séparés, et
que 7 : G — S est plat.

Alors la projection pry : G xg Y — Y est plate, ainsi que p (puisque p est la
composée de pry et de Pautomorphisme (g,y) — (g, gy)). Enfin, pour un S-schéma
f : T — variable, on notera pT : X0 — T et fx : X1 — X les morphismes déduits de
p et f par changement de base.

Soit % un Ox-module quasi-cohérent et G-équivariant, et soit # 'isomorphisme
pri(F) — X\*(F) de 6.5.1 (x). Comme p est quasi-compact et quasi-séparé, alors
p«(F) est quasi-cohérent (cf. EGA T, 9.2.1).
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Lemme 6.6.1. — Le Oy -module quasi-cohérent p,(F) est G-équivariant.

En effet, on a les deux carrés cartésiens ci-dessous :

pPrx

G xg X X< GxsX

Q\L lp iq
GxsY —sy <" GxgY.

Comme p est quasi-compact et quasi-séparé et pry et u plats, il résulte de EGA
III, 1.4.15 (complété par EGA IVy, 1.7.21) que l'on a ¢.prx(F) = pry p.(F) et
@A (F) = p*p.(F). Par conséquent, 6 induit un isomorphisme :

Oy 1 pryp.(F) — w'p(F),
et I'on obtient de méme que Oy vérifie la « condition de cocycle » 6.5.1 (xx) (puisque
les morphismes G xg G xg Y — G xg Y qui interviennent sont plats). Ceci prouve le
lemme.

En particulier, prenons Y = S muni de I’action triviale de G. Tenant compte de
la remarque 6.5.4, on obtient alors que p. (%) est un G-Os-module. Si de plus G est
affine sur S et si l'on note &7 (G) = m,(Og), alors p.(F#) est donc un o7 (G)-comodule,
d’apres 4.7.2.

D’autre part, d’apres 6.4.1, le foncteur HX/S W (%), qui a tout f: T — S associe

W(fx(7))(Xr) = (Xr, fx(F)) = (T, p; fx(F))

est un G-Og-module. De plus, on a un morphisme canonique 7 : W(p.(F)) —
[k /s W (.Z), qui est donné pour tout f : T — S par le morphisme canonique :

D(T, f*p«(F)) — (T, p; fx(F))

et qui est un isomorphisme lorsqu’on le restreint a la sous-catégorie pleine des schémas
T plats sur S, et 'on vérifie sans difficultés que 7 est un morphisme de G-Og-modules.
Par conséquent, on a obtenu la proposition suivante (pour le point (ii), comparer avec

[GIT], p. 32).

Proposition 6.6.2. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes opérant sur un
S-schéma X, et F un Ox-module quasi-cohérent et G-équivariant. On suppose que
m:G — S est plat et que p: X — S est quasi-compact et quasi-séparé.

(i) Alors p«(F) est un G-Os-module quasi-cohérent. D’autre part, le morphisme
canonique W (p.(F)) — [Ix/s W(F) est un morphisme de G-Os-modules, et ces
deuz foncteurs coincident sur la catégorie des S-schémas plats.

(ii) Si de plus G est affine sur S et si l’on note & (G) = m.(0Oc), alors p.(F) est
muni d’une structure de o (G)-comodule. (°°)

(55)N.D.E. : 1l en est de méme si G plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S et si p« (%) est un
Os-module plat, cf. Exp. VIg, 11.6.1 (ii).
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6.7. Stabilisateurs. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes opérant
sur un S-schéma X, et soit .% un Ox-module quasi-cohérent G-équivariant. Soit Y un
second S-schéma muni d’une action de G (éventuellement triviale), soit ¢ : Y — X
un S-morphisme, pas nécessairement G-équivariant, et soit Stabq (¢) le stabilisateur
dans G de ¢ (cf. 6.3.2).

Signalons tout de suite (voir Exp. VIg, §6) que Stab (o) est représentable par un
sous-schéma en groupes fermé H de G si X est séparé sur S et si Y est essentiellement
libre sur S (cf. loc. cit., Déf. 6.2.1). En effet, considérons le morphisme 7 : G xg Y —
X xg X donné ensemblistement par r(g,y) = (qb(y),gqﬁ(g*ly)), et soient P = G xgY
et P’ I'image inverse par r de la diagonale Ax/s. Alors on a (cf. loc. cit., 6.2.4 (a))

Stabg(¢) = [ P

P/G

et donc, d’apres loc. cit., Stabg (@) est représentable par un sous-schéma en groupes
fermé H de G si X est séparé sur S et si Y est essentiellement libre sur S; cette
seconde condition étant automatiquement vérifiée si S est le spectre d’un corps, ou
bien si Y = S. Sous ces hypotheses, ¢*(F) est alors un Oy-module quasi-cohérent
H-équivariant (cf. 6.5.2).

Donc, side plus m : G — Set p: Y — S sont quasi-compacts et quasi-séparés
sur S, et w plat, alors p,¢* (%) est un H-Os-module, d’apres 6.6.2. En particulier, on
obtient le :

Corollaire 6.7.1. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes opérant sur un
S-schéma X, et F un Ox-module quasi-cohérent G-équivariant. On suppose que T :
G — S est plat et que X — S est quasi-compact et séparé. Soit 7 : S — X une section
de X sur S.

(i) Le stabilisateur H = Stabo (7) est un sous-schéma en groupes fermé de G, et
T(Z) est un H-Og-module quasi-cohérent.

(ii) Si de plus H est affine sur S (par exemple, si G Uest) et si l’on note of (H) =
7« (On), alors T*(F) est un </ (H)-comodule.

6.8. Faisceaux G-équivariants sur G. — Pour terminer, indiquons deux résultats
(6.8.1 et 6.8.6 ci-dessous) qui seront utilisés dans les exposés 1T et IIT (cf. en particulier
I11, 4.25).

Proposition 6.8.1. — Soient S un schéma, m : G — S un S-schéma en groupes, € :
S — G la section unité. On considére l’action par translations & gauche de G sur
lui-méme. Alors les foncteurs & — (&) et F — e*(F) induisent des équivalences,
quasi-inverses l'une de l'autre, entre la catégorie des Os-modules quasi-cohérents et
celle des Oc-modules quasi-cohérents G-équivariants.

Démonstration. Notons p la multiplication de G et pry la deuxieme projection
G xg G — G. Comme 7o u = o pry alors, pour tout Os-module quasi-cohérent
&, on a un isomorphisme canonique p*7*(&) = pry 7*(&), et I'on vérifie facilement
que cet isomorphisme satisfait & la « condition de cocycle » 6.5.1 (¥%), i.e. 7(&)
est un Og-module G-équivariant. Comme £*7*(&) = &, le foncteur & — 7*(&) est
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pleinement fidele ; il reste donc & voir que pour tout Og-module G-équivariant %, on a
F ~ 7*c*(F). Par hypothése, on a un isomorphisme 6 : pri (%) — u*(F); prenant
Iimage inverse de 6 par le morphisme 7 : G — G xg G de composantes (idg,e o 7),
on obtient un isomorphisme # — w*e*(.%).

Remarques 6.8.2. — (a) Considérons 'action de G xg G sur G définie par (g1,92)-9 =
91995 1 alors le stabilisateur de la section unité € : S — G est le sous-groupe diagonal
H de G xg G. Par conséquent, si # est un Og-module quasi-cohérent (G xg G)-
équivariant alors, d’apres 6.5.2, & = ¢*(%) est muni d’une structure de H-0g-module.

(b) On peut montrer que & +— &*(.%) est une équivalence de catégories, entre
la catégorie des Og-modules quasi-cohérents (G xg G)-équivariants et celle des H-
Os-modules quasi-cohérents. Ceci est un cas particulier de résultats « de descente »
(cf. Exp. IV, §2 et SGA 1, VIII) plus généraux, voir par exemple [Th87], 1.2-1.3.

Remarque 6.8.3. — On conserve les notations de 6.8.1. Pour tout &s-module quasi-
cohérent &, notons 7¢7*(&) le sous-Og-module de 7,7 (&) dont les sections sur tout
ouvert V de S sont les v € T'(m~1(V), 7*(&)) tels que g-vs: = s pour tout S’ — V et
g € G(S). Alors le morphisme naturel & — 7¢7*(&) est un isomorphisme : ceci est
immédiat si m,.7*(&) = & R, T«(Oc) (par exemple si G — S est affine, ousi G — S
est quasi-compact et quasi-séparé et & plat), et cela se vérifie sans difficultés dans le
cas général.

Remarque 6.8.4. — Soient S un schéma, H un S-schéma en groupes opérant sur un
S-schéma X, % un Ox-module. On suppose H plat sur S et 'on note Wp(F) la
restriction du foncteur W(.#) a la sous-catégorie pleine formée des S-schémas plats.
Comme, d’apres 6.5.1, munir .% d’une structure de module H-équivariant équivaut a
se donner un isomorphisme 6 : pri (F) — A*(F) de faisceaux sur G xg X, vérifiant
la « condition de cocyle » (xx), on voit que pour se donner une structure de module
H-équivariant sur .7, il suffit de se donner une telle structure sur Wp(.%).

Rappel 6.8.5. — Soient X un S-schéma et Y un sous-S-schéma de X. On note A5 /x le
faisceau conormal de I'immersion i : Y — X (cf. EGA IVy, 16.1.2). Si S’ — S est un
morphisme plat et si ’on note ¢ : Y < X’ 'immersion déduite de 7 par changement
de base, alors d’apres loc. cit., 16.2.2 (iii), on a Ay /x ®ey Oy = Ny /xr-

Proposition 6.8.6. — Soient S un schéma, X un S-schéma en groupes, Y un sous-S-
schéma en groupes de X. On suppose Y plat sur S. Alors le faisceau conormal Ny /x
est un Oy-module (Y xg Y)-équivariant.

En effet, H = Y xgY est plat sur S donc, d’apres la remarque 6.8.4, il suffit de munir
Wp(Ay/x) d'une structure de module H-équivariant. Soit S’ un S-schéma plat, soit
Y'" < X’ I'immersion obtenue par changement de base, et soit A" = A%y ®oy Oy:.
D’apres 6.8.5, on a A" = Ay /x.

Tout h € H(S') induit un automorphisme de Y’ et I'on obtient donc, pour tout
y € Y'(S'), des isomorphismes

L(S',y" (A7) — L(S",y"h* (A7)
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qui munissent Wp(.4") d’une structure de module H-équivariant (cf. 6.1).
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EXPOSE II

FIBRES TANGENTS - ALGEBRES DE LIE
par M. DEMAZURE

Nous nous proposons dans cet exposé de construire ’analogue en théorie des sché-
mas des fibrés tangents et algébres de Lie de la théorie classique. Il sera cependant
utile de ne pas se restreindre aux schémas proprement dits, mais de s’intéresser aussi
a certains foncteurs sur la catégorie des schémas qui ne sont pas nécessairement re-
présentables (par exemple foncteurs Hom, Norm, etc.). Comme il a été annoncé dans
Iexposé précédent (cf. I 1.1), nous identifierons un schéma avec le foncteur qui lui est
associé.

D’un autre coté, les constructions exposées ci-apres dépassent le cadre de la théo-
rie des schémas. Elles sont également valables, par exemple, en théorie des espaces
analytiques avec éléments nilpotents, modulo quelques modifications de détail.

Avant de commencer cette construction, il nous faut poser quelques définitions
générales qui completent celles de I 1.7.

1. Les foncteurs Homy (X, Y)

Reprenons les notations de I 1.1. On identifie la catégorie ¥ a une sous-catégorie
pleine de 4 = Hom(%°, (Ens)) (en particulier on supprime les soulignements () qui
nous permettaient de distinguer graphiquement un objet de ¥ d’un objet de ¥).

Considérons la situation suivante : quatre objets de ‘g, notés S, X, Y, Z, le premier
étant en fait un objet de €, X et Y au-dessus de Z, Z au-dessus de S :

(UN.D.E. : rendus dans cette édition par des caractéres gras F, G, V, W, cf. Exposé I. Toutefois, pour
des foncteurs tels que Norm et Centr (cf. 5.2) les soulignements ont été conservés dans l’original, et on
les a rajoutés pour le foncteur Lie, ceci afin de distinguer le foncteur Lie(G/S) de la I'(S, 0g)-algebre
de Lie, Lie(G/S) = Lie(G/S)(S), utilisée par exemple dans 'Exposé VII,.
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X Y

B,
|

Définition 1.1. — On définit un objet de @/s, noté Homy, (X, Y) par :
(1) MZ/S(X,Y)(S/) = HOH]ZS, (XS/,YS/) = HomZ(X >S< S/,Y),
pour tout objet 8" de %g. On voit aussitot que Homy /g (X,Y) n’est autre que le sous-

objet de Homg(X,Y) formé des morphismes compatibles avec px et py, c’est-a-dire
le noyau du couple de morphismes

HOI’HS (X, Y) E— mg (Xv Z)

définis, le premier par la composition avec py, le second comme étant le morphisme
constant dont « I'image » est px.

(2) D’autre part, on voit comme en I 1.7 que, pour tout objet T de % au-dessus de
S, on a une bijection naturelle :

(2) Homg(T, Homy 5(X,Y)) ~ Homz(X x T,Y).
s

De plus, d’apres I 1.7.1, si E, F sont des objets de % au-dessus de Z,on a:
Homy (E,Hom,(F,Y)) ~ Homz(E xz F,Y) ~ Homz(F, Hom,(E, Y)).

Appliquant ceci a E = X et F = Z xg T, on obtient des bijections naturelles, pour
tout objet T de €/ :

Homyz(Z x T, Hom,(X,Y))
S

(3) Homg(T, Homy 5(X,Y)) ~ Homz(X >S< T,Y) ~ Homy (X, Hom, (Z x T, Y)).
s

De plus, ces bijections sont fonctorielles en T, donc on obtient des isomorphismes de
S-foncteurs :

Homg(T, Homz/s (X,Y)) 4>H0m7/s (X,Hom,(Z x5 T,Y))

o

Homy, (X x5 T,Y)

Signalons deux cas particuliers de la définition. Si Z =S, on a :
Homg /5(X,Y) = Homg(X, Y).

(2IN.D.E. : On a détaillé les points (2), (3), (4); en particulier, (4) sera utilisé en 3.11.
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D’autre part, lorsque X = Z, on pose
(5) HYZ@Z/S(Z,Y),
7/S

on a donc par définition

[1Y | (8) = Homy(Z X S Y) ~T(Yy /Zgs').
Z/S

Le foncteur [], /s ‘2/\2 — CE/\S est adjoint a droite du foncteur de changement de
base de S a Z : pour tout S-foncteur U on a

Homs (U, [ [ Y) = Homz (U xs Z,Y).
Z/S
(Si ¢ = (Sch) et si Z est un S-schéma, le foncteur [[, ¢ est appelé « restriction des
scalaires & la Weil ».) ®) Notons également que 'on a un isomorphisme :
(6) Homy (X, Y) = Homy (X, Y x X) = Iy xX),
X/S

qui donne en particulier pour Z = S un isomorphisme :

(7) Homg (X, Y) ~ J] Yx-
X/S
Remarque 1.2. — Le foncteur Y — Hom, /S(X, Y) commute au produit au sens sui-
vant : on a un isomorphisme fonctoriel
(%) Homy (X, Y x Y') =~ Homy (X, Y) x Homy (X, Y").
Z s

Il en résulte que si Y est un Z-groupe, resp. un Z-anneau, etc., alors Homy, g (X,Y)
est un S-groupe, resp. un S-anneau, etc.

Remarque 1.3. — (Y De plus, soit 7 : M — Y un Y-foncteur en Ovy-modules
(cf. I, 4.3.3.1). Posons H = Homy «(X,Y). Alors, Homy (X, M) est muni d’une
structure naturelle de Oy-module; plus précisément, pour tout H' au-dessus de H,
Hompy (H', Homy s (X, M)) est muni d’une structure naturelle de O(H' xg X)-module.

En effet, notons m : MxyM — Met A : Oy Xy M — M les morphismes définissant
les structures de Y-groupe (abélien) et de Oy-module. Soit H' un S-schéma au-dessus
de H = Homy (X, Y), c-a-d., on s’est donné un Z-morphisme f : X xg H' — 'Y, qui
fait donc de X xg H' un Y-objet. Alors,

Homy (H', Homy 5(X, M))

est 'ensemble des Z-morphismes ¢ : X xg H — M tels que mo ¢ = f, c.-a-d., des
Y-morphismes X xg H — M.

(3IN.D.E. : On a ajouté les deux phrases précédentes.
(ON.D.E. : On a ajouté cette remarque, utile pour le corollaire 3.11.1.
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Si ¢, 9 sont deux tels morphismes, on définit ¢+1) comme le Y-morphisme composé

PxYP

X xg H M xy M ——=M

et 'on vérifie que ceci munit Homy o(X, M) d'une structure de groupe abélien au-
dessus de H = Homy (X, Y).

De méme, si a est un élément de O(X xgH’), i.e. un S-morphisme a : XxsH' — Oy,
on définit a¢ comme la composée A o (a X ¢), ot a X ¢ désigne le Y-morphisme de
X xg H vers Oy xy M ~ Og xg M de composantes a et ¢; on vérifie que ceci munit
Hompg (H', Homy (X, M)) dune structure de O(X xg H’)-module, fonctorielle en le
H-objet H'.

2. Les schémas Ig(.#)

Définition 2.1. — Soient S un schéma et .# un Og-module quasi-cohérent. On note
Do (M) la Og-algebre quasi-cohérente Os @ A (ou M est considéré comme un idéal
de carré nul). On note Ig(.#) le S-schéma Spec Zg, (). (O

En particulier on note P, = Zp,(0s), Is = Is(0s) et on les nomme respective-
ment algébre des nombres duaux sur S et schéma des nombres duaux sur S.

Alors A — Ig( M) est un foncteur contravariant de la catégorie des Og-modules
quasi-cohérents dans celle des S-schémas. En particulier les morphismes 0 — .# et
M — 0 définissent respectivement le morphisme structural p : Is(.#) — Is(0) = S et
une section ¢_y de celui-ci que 1’on appelle section zéro. (V)

2.1.1. — ® Comme .# — Ig(.#) est un foncteur contravariant, tout a € End g, (.#)
définit un S-endomorphisme a* de Ig(.#), et I'on a 1* = id, (ab)* = b* o a*, 0* =
e opeta*oey =c 4. Par conséquent, le S-schéma Ig(.#) est muni d’une action
a droite du monoide multiplicatif de Endg,(.#), qui commute aux S-morphismes
Is(A) — Is(.#") provenant de morphismes .#’ — .# ; en particulier, les opérateurs
a* conservent la section zéro de Ig(.#).

Pour tout a € Endgy(#) et f: S — Setm € Is(4)(S'), on notera m-a = a*(m);
alors m-1=m, (m-a)-b=m-(ab), m-0 = c4(p(m)) et, si m = e 4(f), alors
m-a=m. ®

(®)N.D.E. : Bien entendu, si M est un Y-groupe (non nécessairement abélien) et si ’'on pose ¢ - p =
mo (¢ X 1), ceci fait de MZ/S (X, M) un groupe au-dessus de @Z/S(X,Y).

(6)N.D.E. : Noter que Is(#) a méme espace sous-jacent que S.

(N.D.E. : Comparer avec 3.1.1.

(8)N.D.E. : On a détaillé 'original dans ce qui suit, et 'on a ajouté la numérotation 2.1.1 & 2.1.3.
(9N.D.E. : Dans la suite, on s’intéressera principalement au cas oll a € O(S), agissant par ho-
mothéties par .#. Par exemple, si .# est un Og-module libre de rang r, alors, pour tout S’ — S,
Homg (S, Is(.#)) s’identifie & ensemble des r-uplets (e1,...,e) € O(S') tels que g;6; = 0 pour
tout 4,7, et 'on a (g1,...,er) - a = (ae1,...,ae,) pour tout a € O(S).
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Remarque 2.1.2. — La formation des Ig(.#) commute a ’extension de la base : on a
des isomorphismes canoniques

Is(M)g ~1g/( M Rpq Og).

Pour simplifier, on notera Ig/ (#) = Is(#)s ; plus généralement, si X est un S-
foncteur (non nécessairement représentable), on notera Ix(.#) = Is(.#) xg X.

2.1.3. — (10 D’apres ce qui précede, le monoide multiplicatif de O(S') opere sur le
S’-schéma I/ (#), de fagon fonctorielle en ., i.e. le S-schéma Ig(.#) est muni d’une
structure d’objet a monoide d’opérateurs Og, cette structure étant fonctorielle en .Z .
On a donc un morphisme de S-schémas

A:lg(A) xs O — Is(A),

vérifiant des conditions évidentes. Pour tout S-foncteur X, on obtient par changement
de base un morphisme de X-foncteurs :

)\X : Ix(./f) Xs OS — Ix(%)

qui fait du S-foncteur Ix (.#) un objet & monoide d’opérateurs O(X) : tout élément a
de O(X) = Homg(X, Os) définit un X-endomorphisme a* = Ax o (idy () X (aoprx))
de Ix (A ) ; explicitement, si x € X(S') et m € Is(A)(S') = Is (A)(S'), alors a(z) =
a o x appartient & O(S’) et l'on a :

(m,z)-a=(m-a(z),).
Cette opération est fonctorielle en .# et conserve la section zéro € 4 : X — Ix(4),
i.e. a*oe 4y = e 4 pour tout a € O(X).

De plus, cette opération est « fonctorielle en X » au sens suivant : si 7 : Y — X
est un morphisme de S-foncteurs et v : O(X) — O(Y) le morphisme d’anneaux
correspondant (i.e. u(a) = aomw € O(Y) pour tout a € O(X) = Homg(X, Og)), alors
le diagramme suivant est commutatif :

*

Ix( M) ——Ix (M)

T u(a)™ T

W(A) ——1Iy(A)
2.2. Soient maintenant .# et .4 deux Os-modules quasi-cohérents. Le diagramme

commutatif

MBS N

(10)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe, qui sera utile en 3.4.2 et en 4.6.2.
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définit un diagramme commutatif de S-schémas

Is(A# & .¥)
Ig (/// ) EaoN )
(*)
Proposition 2.2. — Pour tout S-schéma X, le diagramme de foncteurs au-dessus de S
47 obtenu en appliquant le foncteur Homg(—, X) au diagmmme (x) est cartésien :

Homg(Is(# & A),

\

Homg(Is(A), X)

Is/
~__ /

Homyg (S, X)

Homg(

11 faut vérifier que pour tout S’ — S, le diagramme d’ensembles obtenu en prenant
la valeur des foncteurs sur S’ est cartésien. Comme la formation de Ig(4?) commute
a Pextension de la base au sens explicité plus haut, il suffit de le faire pour S’ =
donc de vérifier que le diagramme d’ensembles suivant est cartésien :

X(Is(A & .A))

\
/

X(Is(-#)) Xeaor)  Xs(A)

Or, si z € X(S), il résulte de SGA 1, IIT 5.1 "V que X(e_4)~(z) est isomorphe,
fonctoriellement en .7, a
Homgy (¢ (Qx5), 4),
ol Q%{ /s désigne le faisceau des différentielles relatives de X par rapport a S. Or ce

dernier foncteur (en .#) transforme évidemment une somme directe de Os-modules
en le produit des ensembles correspondants, d’ou le résultat.

(IDN.D.E. : voir aussi 'ajout 0.1.8 dans ’'Exp. III.
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Corollaire 2.2.1. — Soient X un S-schéma et 4 un Og-module libre de type fini. Le
foncteur Homg(Is(#),X) est isomorphe (comme foncteur au-dessus de X) a un pro-
duit fini (au-dessus de X) de copies de Homg(Ig, X).

Nota 2.2.2. — 1l résulte de la démonstration de la proposition que Homg(Ig, X) est
isomorphe comme X-foncteur & V(Q%qs> (I4.6.1) donc représentable par la fibration

vectorielle (12) V(9% g)-

3. Le fibré tangent, la condition (E)

Dans ce paragraphe, sauf notification contraire, les lettres .#, .#', A, etc., dé-
signeront toujours des Os-modules libres de type fini (c’est-a-dire isomorphes & une
somme directe finie de copies de O%).

Nous utiliserons systématiquement les identifications justifiées dans 'exposé I; c’est
ainsi que nous dirons « foncteur au-dessus de S » pour désigner indifféremment un
foncteur muni d’un morphisme dans S (= hg) ou un foncteur sur la catégorie des
objets au-dessus de S. On dira de méme « foncteur en groupes au-dessus de S », etc.

Définition 3.1. — Soient S un schéma et .# un Og-module libre de type fini. Soit X
un foncteur au-dessus de S. On appelle fibré tangent & X au-dessus de S relativement
au Os-module .# et on note Txg(.#) le S-foncteur

Tx/s(#) = Homg(Is (.4 ), X).
En particulier, on appelle fibré tangent a X au-dessus de S et on note Tx /g le foncteur

Tx/s = Tx/s(0s) = Homg(Ig, X). (13

Alors A +— Txs(A) est un foncteur covariant de la catégorie des Og-modules
libres de type fini dans la catégorie des S-foncteurs. En particulier les morphismes (14)
M — 0 et 0 — A définissent respectivement un S-morphisme

Tt Txs(l) — Txs(0) =X
et une section 7y de celui-ci appelée section zéro (ou section nulle).

Remarque 3.1.1. — () On notera que la projection 7y : Tx/s(.#) — X est induite
par la section zéro € 4 : S — Ig(.#), tandis que la section nulle 7o : X — Tx /5(.#)
est induite par le morphisme structural p : Is(.#) — S; c.-a-d., pour tout point ¢ €
Tx/s(#)(S") (resp. x € X(S')), correspondant a un S-morphisme f : S’ xgls(.#) — X
(resp. g:S" — X), on aw(t) = f o (idg xe n) (resp. 7o(x) = g o (idg Xp)).

(12)N.D.E. : cf. N.D.E. (33) de 'Exp.I.

(I3)N.D.E. : Lorsque S = Spec(k) et X est un k-schéma, on a Tx/s(S") = Homg(S" ® kle], X) =
X(S" ®p, kle]) ; on retrouve donc une des définitions usuelles du fibré tangent.

(1)N.D.E. : On a corrigé «0 — .4 et M — 0» en: « M — 0et 0 — A ».

(15)N.D.E. : On a ajouté les paragraphes 3.1.1 et 3.1.2.
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Il résulte de 3.1 que .# +— Tx,s(.#) est un foncteur covariant de la catégorie
des Os-modules libres de type fini dans celle des foncteurs au-dessus de X. En par-
ticulier O(S) est un monoide d’opérateurs du X-foncteur Tx/g(.#) qui respecte « la
fonctorialité en .4 ».

Scholie 3.1.2. — (1) Ce qui précede signifie, en particulier, les choses suivantes. Pour
tout S-morphisme ¢ : X’ — X, posons

S(X, ) = Homy (X', Tx s ().

On a une action du monoide multiplicatif Endg, (#) sur X(X', .#), notée (A, z) —
Axx, telle que Ax (u*x) = (Ap)*x, Lxz = x, et O0xx = 790, ou 7y est la section nulle
X — Txs(#). On a de méme une action de Endgy (A & .4 ) sur (X!, A4 & ).
(16)

De plus, soient m : A4 ® M — M (vesp.d : M — M & A) Uaddition
(resp. 'application diagonale) de .#, et notons mx: : S(X', .4 & M) — (X', ) et
oxr XX, M) — S(X!, M ®.M) les morphismes induits par m et §. Pour A, u € O(S),
notons £y (resp. £y ,) la multiplication par A dans .# (resp. par (A, i) dans .4 & .4 ).
Comme mo/lyy={yomet moly, od=~{r,,ona, pour tout z € X(X', .# & .#)
etz e (X, A) :

(1) Nem(z) = m((AN) *2),  m(( ) *6(@)) = (A+ ) .

Définition 3.2. — Soit u € X(S) = Homg(S, X) = I'(X/S). On appelle espace tangent
a X au-dessus de S au point u relativement a .#, et on note Ly (.#), le S-foncteur
obtenu & partir du X-foncteur Tx /s(.#) par image réciproque par le morphisme v :
S—X:

Ly s (M) ——Txs(A)

l X

S - X
En particulier ng/s(ﬁs) est noté L)“</S. C’est 'espace tangent a X au-dessus de S au
point u.

Remarque 3.2.1. — (17) 1l résulte de 3.1.1 que, pour tout ¢ : ' — S, L s (A)(S') est
I’ensemble des S-morphismes f : Ig/(#) — X tels que foe s =uot,olie y: S —

Is/ (.#) est la section zéro.
Notons immédiatement la
Proposition 3.3. — Si X est représentable par un S-schéma noté )~(, alors Tx js(A) et
Lg(/s(///) sont représentables. En particulier Tx /s et L%/S sont représentables par des
fibrations vectorielles sur X et sur S qui sont respectivement V(Q%(/S) et V(u*(ﬂi/s)).

(16)N.D.E. : En fait, on s’intéresse uniquement & I'action de O(S) (resp. O(S) x O(S)) sur (X', .#)
(resp. S(X/, A4 & M)), cf. ci-dessous et la démonstration de 3.6.
(I7)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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Il suffit évidemment de démontrer la proposition pour Tx,g(.#), les résultats ana-
logues pour L /S(//l ) s’en déduisant par image réciproque. D’apres le corollaire 2.2.1,
il suffit méme de le faire pour Tx/s, et en ce cas, la proposition n’est autre que la
remarque signalée en 2.2.2.

Remarque 3.3.1. — 11 résulte de cette proposition une description particulierement
simple de la fibration vectorielle représentant LY /s I'image de la section u de X sur
S est localement fermée (1®), donc définie par un idéal quasi-cohérent m d’un schéma
induit sur un ouvert de X. Le quotient m/m? peut étre considéré comme un module
quasi-cohérent sur S. C’est celui-ci qui définit la fibration vectorielle cherchée.

Soit par exemple X un schéma algébrique sur un corps k et u un point de X
rationnel sur k. Soit m l'idéal maximal de I’anneau local Ox ,, et soit t le k-espace
vectoriel dual de m/m?; c’est l'espace tangent de Zariski de &x ,, au point u. Alors,
avec les notations de I 4.6.5.1, on a :

Ly, = V(m/m?) = W(¥).

Cette parenthése fermée, revenons a la situation générale. Remarquons d’abord
que L;L(/S(///) est un foncteur covariant de la catégorie des Os-modules libres de type

fini dans celle des foncteurs au-dessus de S. En particulier O(S) est un ensemble
d’opérateurs du S-foncteur Ly /S(% ) qui respecte la fonctorialité en .. (*9)

Proposition 3.4. — La formation de Tx  s(A4) et Lx s(.#) commute a l'extension de
la base : pour tout S-schéma S', on a des isomorphismes fonctoriels en A
Tx, /s (M @ Os) — Txs(M)sr,
Ly s (A © O) = Liys(M)s, o o =us.

Cela résulte immédiatement du fait que les Hom commutent a I’extension de la
base.

Corollaire 3.4.1. — Le X-foncteur Tx s(.#) (resp. le S-foncteur L;*(/S(///)) est muni
naturellement d’une structure d’objet a opérateurs Ox (resp. Og), cette structure
étant fonctorielle en A .

Montrons-le d’abord pour LY /S(//l ). Pour chaque S’ au-dessus de S, O(S’) opere
sur .# ®0s donc sur L;‘(,s//s, (A 20s) = Lﬁ/s(///)s/ ; or on vérifie que cette opération
est fonctorielle en S’. Elle munit donc comme annoncé L /s () d’une structure de
foncteur a opérateurs Osg.

Pour Tx /g(.#) c’est un peu plus compliqué. Pour chaque X’ au-dessus de X, posons
TX/S('//)X’ = TX/S('%) Xxx/ ; il faut munir TX/S(%)X/ (X’) = HomX(X’, Tx/s(%))
d’une structure d’ensemble & monoide d’opérateurs O(X’) de maniere fonctorielle en

(I8)N.D.E. : ¢f. EGA I, 5.3.11
(19N.D.E. : cf. 3.1.2.
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X’. Pour cela on construit le diagramme suivant, ou Xx, dénote X xg X’ et f’ la
section de Xx/ sur X’ définie par f : X' — X.

Tx ., /x/(A)
Tx/s(A) l Tx/s(A)x:
XX/
!
X \ f / X
S
(20) Ce diagramme, joint & 3.2.1, montre que Tx s(.#)x/(X') s'identifie &
L;ZX//X,(J//) (X") = {X'-morphismes 1 : Ix/(#) — Xx tels que Y oe 4 = f'},

sur lequel tout a € O(X') opere via son action sur Ix:(.#), c.-a-d., avec les notations de
2.1.1,ona: ay = poa*,i.e. pour tout X" — X' et x € Ix/ (A )(X"), (a))(z) = Y (z-a).
On vérifie alors facilement que cette construction est fonctorielle en X’.

Les isomorphismes de la proposition 3.4 sont alors par construction des isomor-
phismes pour les structures de Ox,-objets, resp. Og/-objets.

Remarque 3.4.2. — (V) L’opération de Ox sur Tx/s(#) peut se voir, plus simple-
ment, comme suit. Pour tout f: X’ — X, on a

Homx (X', Txs(#)) = {¢ € Homg(Ix/ (#),X) | po ey = f},

et Uon a vu en 2.1.3 que Ix/ (), considéré comme S-foncteur, est muni d’une opé-
ration du monoide O(X’) qui conserve la section zéro € 4 : X' — Ix/(.#). Par consé-
quent, si 'on note a* le X’-endomorphisme de Ix/(.#) défini par a € O(X’), on a :
ap = ¢ oa*, c-a-d., pour tout S’ — S et (m,z’') € Homg(S', Is(4Z) x5 X'),

(ag)(m, ") = ¢(m - a(a'),2’)
(noter que a* oe gy =c_ g4, d0U (ap) oy =doc 4y = f).
De méme, I'opération de Og sur L§ /s (M) peut se décrire comme suit. Pour tout
t:8 — 8§, L%S(///)(S’) est ’ensemble des S-morphismes ¢ : Ig/(#) — X tels que
poey=wuot;pour un tel ¢ et a € O(S'),on a: ap =¢oa*.

Remarque 3.4.3. — (V) Les observations de 3.1.2 valent également pour Iopération
de Og sur Ly () et celle de Ox sur Txs(.4).

(20N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(2DUN.D.E. : On a ajouté les remarques 3.4.2 et 3.4.3.
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Définition 3.5. — Soient S un schéma et X un S-foncteur. On dit que X wvérifie la
condition (E) relativement & S si, pour tout S’ au-dessus de S et tous Og-modules
libres de type fini .# et .4, le diagramme d’ensembles

X(Is/ (A & N))

obtenu en appliquant X au diagramme (*) défini dans 2.1, est cartésien. (22)

3.5.1. — 1l revient au méme de dire que le foncteur A4 +— Txs(A) transforme
sommes directes de Og-modules libres de type fini en produits de X-foncteurs; (23)
dans ce cas, il en est de méme du foncteur .# — Ly (#) = S xx Tx/s(-#), pour
tout u € I'(X/S).

La proposition 2.2 montre que tout foncteur représentable vérifie la condition (E).

Abréviation : au lieu de dire « X vérifie la condition (E) par rapport ¢ S », on dira
parfois « X/S vérifie la condition (E) ».

Si X/8S vérifie la condition (E), le foncteur .# + Tx/s(.#) commute au produit
donc transforme groupes en groupes. En particulier Tx /g(.#) est un X-groupe com-
mutatif. Pour la méme raison, L§ /S(/// ) est un S-groupe commutatif.

Proposition 3.6. — Si X/S wérifie (E), la structure de groupe abélien sur Tx s(A)
(resp. Ly g(#)) et Lopération de Ox (resp. Os) munissent Txs(4) (resp.
L% s(A)) d’une structure de Ox-module (resp. Os-module).

L’opération de Ox (resp. Og) est fonctorielle en .# ; elle respecte donc la struc-
ture de groupe abélien qui est déduite par fonctorialité de celle de .Z. (**) En effet,
reprenons les notations de 3.1.2. La structure de X-groupe (abélien) de Tx /s(.#) est
définie par la composée :

Tx/s(M) xx Txs(M) = Txs(M & M) —"> Txs(M),
et d’autre part le morphisme
é
Tx/s( M) —=Txs(M & M)~ Txs(M) xx Tx/s(A)
(22)N.D.E. : Pour des exemples de S-foncteurs et S-groupes ne vérifiant pas (E), voir 6.2 et 6.3.

(23)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
(29N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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est le morphisme diagonal. Tenant compte de la remarque 3.4.3, on déduit des égalités
(1) de 3.1.2 que

Mz +y) =z + Ny, A+ p)x = Az + px,
pour tout f: X' — X, z,y € Homx (X', Tx/s(#)) et A\, u € O(X).
Remarque 3.6.1. — Si X est représentable, auquel cas, d’une part il vérifie (E), d’autre

part Tx/s et Ly /g sont représentables par des fibrations vectorielles, les lois précé-

dentes sont les mémes que celles qui se déduisent des structures de fibration vectorielle
(cf. T4.6). 39

Proposition 3.4. bis. — Si X/S vérifie (E), alors Xg//S" vérifie (E) et les isomor-
phismes de 3.4 respectent les structures de Oxg, -modules, resp. de Os:-modules.

Sans commentaires.

Proposition 3.7. — Les foncteurs Tx (A ) et L;/S(///) sont fonctoriels en X, c.-d-d.,
si f: X — X' est un S-morphisme, on a des diagrammes commutatifs :

T(f) L(f)
Tx/s( M) —— Txs(A) X/S

] NP

X——X

L ()

(26) De plus, si f est un monomorphisme, il en est de méme de T(f) et L(f).

L’existence de T(f) et L(f), ainsi que la dernieére assertion, se déduisent immédiate-
ment des définitions. La commutativité des diagrammes résulte alors de la fonctorialité
de ces morphismes par rapport a .# et du fait que Tx,5(0) = X.

Remarque 3.7.1. — 27 Supposons X et X' représentables et soit r le rang du Og-
module libre .#. Alors, d’apres 2.2.2, Tx/g(.#) est isomorphe au produit au-dessus
de X de 7 copies de V(Q)l(/s), et de méme pour Tx/g(.#). Par conséquent, le carré
ci-dessus est cartésien lorsque f est une immersion ouverte, plus généralement lorsque
f*(Q%Q/S) = Q%(/S, par exemple si f est étale; sous ces conditions, on a un isomor-
phisme de S-foncteurs

L s () = LS (A0).

(25)N.D.E. : C.-a-d., pour tout S-morphisme f : X’ — X, ’action de O(X’) sur Homx (X/, Txs(A))
correspond, via I'identification

Homx (X', Tx/s(-#)) ~ Hom g, (f*(Q jg), # @y Ox)

a Paction naturelle de O(X’) sur le terme de droite; ceci résulte de la démonstration de SGA 1, III
5.1 (voir aussi 'ajout 0.1.8 dans ’Exp. III).
(26)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(27)N.D.E. : On a ajouté Phypothése que X et X’ soient représentables, et 1'on a détaillé ce qui suit.
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En général, le carré cartésien de 3.7 définit un morphisme de X-foncteurs :

Tx/s(A) Tx/s(A) xx X

N

X

Proposition 3.7. bis. — Soit f : X — X' un S-morphisme; si X et X" vérifient (E) par
rapport a S, alors

T(f) u L(f) fou
Tx/s( M) — Txijs(A)x resp. Lx/s(%) ’ LX//s(//l)

est un morphisme de Ox-modules (resp. de Og-modules).

Résulte de la proposition 3.7 par fonctorialité en .Z .

Proposition 3.8. — Soient X et Y deux foncteurs au-dessus de S. On a des isomor-
phismes fonctoriels en M :

(3.8.1) Tx/s(A) xs Ty js(M) = T(xxsv)/s(A),

(38.2) L s () x5 L j5 (M) = L.y s ()

(28) Le premier isomorphisme découle de 1.2 (), le second s’en déduit par le chan-
gement de base (u,v) : S — X xgY.

Remarque 3.8.0. — Remarquons que (3.8.1) peut aussi s’interpréter comme un iso-
morphisme de X xg Y-foncteurs
(Tx/s(#) x(XxsY)) x (Tys()x(XxsY)) = Tixxsv)s(-H4).
X XxsY Y
Corollaire 3.8.1. — Si X/S est muni d’une structure algébrique définie par produits

cartésiens finis, alors Txs(.#) est muni d’une structure de méme espece et la pro-
jection Tx g(A) — X est un morphisme de cette espece de structure.

Proposition 3.8. bis. — Si X/S et Y/S vérifient (E), alors (X xsY)/S vérifie (E) et
(3.8.1) (resp. (3.8.2)) est un isomorphisme de Oxxy-modules (resp. Og-modules).

Démonstration. ?) Supposons que X/S et Y/S vérifient (E). Alors, d’apres 3.5.1
et (3.8.1), il en est de méme de (X xgY)/S. Montrons que (3.8.1) est un isomorphisme
de Oxx y-modules.

(28)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(29N.D.E. : On a ajouté cette démonstration.
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Soit (x,y) : Z — X Xg Y un S-morphisme ; tenant compte de 3.4.2, il suffit de voir
que 'application

{¢ € Homg(Iz(#4),X) | poe.n = 2} x {¢ € Homg(Iz(4),Y) | oc. =y}
— {0 € Homg(Iz(#),X xs Y) |0 oeq = (z,9)}

qui & (¢, 1) associe ¢ x 1 est un morphisme de O(Z)-modules. Mais ceci est clair, car
sia € O(Z) alors a - (¢,v) = (¢ o a*, 1 o a*) est envoyé sur

(poa”) x (oa”)=(px¢)oa® =a-(¢x1).

De méme, en utilisant 3.2.1, on montre que (3.8.2) est un isomorphisme de Og-
modules.

3.9.0. — B9 Si X est un S-groupe et si e : S — X désigne sa section unité, on note :
Lie(X/S, #) = Ly js(A),

c.-a-d., Lie(X/S, #) est défini par le carré cartésien :

Lie(X/S, . #) ——= Tx s(.4)

l &

S - X.

D’aprés le corollaire 3.8.1, la projection p : Tx,g(.#) — X est un morphisme de
S-groupes, et il en résulte que Lie(X/S, .#) est muni d’une structure de S-groupe, et
est isomorphe via ¢ au noyau de p.

Si, de plus, X/S vérifie la condition (E), on va voir dans la proposition 3.9 que
la structure de S-groupe de Lie(X/S,.#), induite par celle de X, coincide avec la
structure de groupe abélien induite par la fonctorialité en A (cf. 3.5.1). En fait, ce
résultat est valable sous 'hypothéese plus faible que X soit un S-foncteur en monoides
ou, plus généralement, un S-foncteur en H-ensembles (cf. la définition ci-dessous).

Définitions 3.9.0.1. — a) Introduisons la terminologie suivante : 1) un H-ensemble est

un ensemble X muni d’une loi de composition a unité bilatere, notée ex ou simplement
e. Si f: X — Y est un morphisme de H-ensembles, son noyau Ker f est f~1(ey);
c’est un sous-H-ensemble de X.

b) Un H-objet dans une catégorie € se définit de la maniere habituelle : ¢’est donc
un objet X de %, muni d’un morphisme X x X — X tel qu’il existe une section
de X (au-dessus de l'objet final) possédant les propriétés d’une unité bilateére. Tout
% -monoide, en particulier tout %-groupe est donc un ¢-H-objet. En particulier, un
H-objet de la catégorie des foncteurs au-dessus du schéma S sera appelé S-H-foncteur.

(30)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe, afin d’expliquer I'introduction de la notion de S-H-foncteur.
(BUN.D.E. : Ceci est inspiré de la notion de H-espace en topologie.
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c¢) Si X est un S-H-foncteur (par exemple, un S-groupe), et si e : S — X désigne la
section unité de X, on note :

Lie(X/S,.4) = Ligs(#) et Lie(X/S) = Lie(X/S, s).

Explicitons alors le cas particulier suivant de 3.8.1. (32)

Corollaire 3.9.0.2. — Si X est un S-H-foncteur (resp. un S-groupe), alors Tx s(.#)
et Lie(X/S, #') sont aussi des S-H-foncteurs (resp. des S-groupes) et l'on a des mor-
phismes de S-H-foncteurs (resp. de S-groupes) :

. p
Lie(X/S, #) —— Tx (M) —=X

ot i est un isomorphisme de Lie(X/S)(#) sur Kerp et s est une section de p.

Proposition 3.9. — Soit X un S-H-foncteur vérifiant (E) par rapport a S. La structure
de S-H-foncteur de Lie(X/S, #) provenant de celle de X coincide avec la structure
de S-groupe définie en 3.5.1.

I résulte de ce qu'on a dit plus haut que Lie(X/S,.#) est un H-objet dans la

catégorie des Og-modules. La proposition résultera alors du lemme suivant : (33)

Lemme 3.10. — Soit € une catégorie. Soit G un H-objet dans la catégorie des € -
H-objets; G est donc un €-H-objet (dont nous noterons la loi de composition f :
G x G — G) muni d’un morphisme de €-H-objets h : G x G — G. BV Alors f = h
et f est commutative.

En prenant les valeurs des foncteurs sur un argument variable, on se ramene a la
maniere habituelle & vérifier le lemme lorsque ¥ est la catégorie des ensembles. On a
donc un ensemble G et deux applications f, h: G x G — G telles que

h(f(z,y), f(2,1)) = f(h(z, 2), h(y,1)).
On a d’autre part deux éléments de G, soient e et u, avec f(e,z) = f(x,e) = =,
h(u,z) = h(xz,u) = . On voit d’abord que
h(f(u,y), f(x,u)) = f(z,y) = h(f(2,u), f(u,y)).

En particulier, pour y = e, resp. £ = e, on obtient, respectivement

z = f(z,e) = h(f(u,e), f(z,u) = h(u, f(z,u)) = f(z,u),

y = fle,y) = h(f(e,u), f(u,y)) = hlu, f(u,y)) = f(u,y)
d’ou en reportant dans 1’égalité originelle

hy,z) = f(z,y) = h(z,y).

Ceci prouve le lemme, ainsi que la proposition 3.9. On déduit alors de 3.9 les corollaires
suivants.

(B2IN.D.E.:Ona ajouté le corollaire 3.9.0.2, qui sera utile en 4.1.

(33)N.D.E. : inspiré par la démonstration standard prouvant que le groupe fondamental d’un H-espace
est abélien.

(BYN.D.E. : G x G est muni de la loi (G x G) x (G x G) — G x G, ((z, 2), (y,1)) — (f(z,9), f(z,1)).
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Corollaire 3.9.1. — Si X est un S-H-foncteur vérifiant (E) par rapport a S, tout élé-
ment de X(Is(A)) qui se projette sur I'élément unité de X(S) est inversible.

Corollaire 3.9.2. — Si X est un S-monoide vérifiant (E) par rapport a S, un élément
de X(Is(A)) est inversible si et seulement si son image dans X(S) est.

Corollaire 3.9.3. — Si X est un S-groupe vérifiant (E) par rapport a S, les deux lois
de S-groupe sur Lie(X/S, #) coincident.

Corollaire 3.9.4. — % Soit G un S-groupe vérifiant (E) par rapport o S. Pour n € Z,
soit ng : G — G le morphisme de S-foncteurs défini par g — g™. Alors le morphisme
dérivé L(ng) : Lie(G/S) — Lie(G/S) est la « multiplication par n », i.e. Uapplication
qui & tout x € Lie(G/S)(S’) associe nx.

Remarquons d’abord que ng n’est pas en général un morphisme de groupes, mais
il préserve la section unité e : S — G donc le morphisme dérivé L(ng) envoie
bien Lie(G/S) = L g dans lui-méme. Si on note i linclusion Lie(G/S) — Tg/s,
alors L(ng) est défini par 1'égalité i(L(ng)(z)) = i(z)™, pour tout S’ — S et
z € Lie(G/S)(S'). Or, d’apres 3.9, les deux lois de groupes sur Lie(G/S) (provenant
de la condition (E) et provenant de la loi de G) coincident, i.e. on a i(z)" = i(nx),
d’ot L(ng)(z) = na.

Avant de tirer d’autres conséquences de la proposition 3.9, démontrons un autre
résultat de fonctorialité :

Proposition 3.11. — Dans la situation de la section 1, on a un isomorphisme fonctoriel

en M
Thom, (X, v)/s(-#) — Homy, 5 (X, Ty /z(4)).
En effet, on a par définition (cf. 3.1) :
Thom, «(x,v)/s(-#) = Homg (Is(.#), Homy 5 (X, Y)).
D’apres I'isomorphisme (4) de 1.1, appliqué & T = Ig(.#), on a :
Homs (T (.#7), Homg s (X, Y)) = Homy s (X, Homy (7 xs Is(.47), Y).
Tenant compte de 'isomorphisme Z xg Ig(#) ~ Iz(.#), ceci donne

THoimZ/S(X’Y)/S(‘//Z) ~ Homy (X, Homy (Iz(.#),Y)) = Homy (X, Ty z(-#)).

Corollaire 3.11.1. — Si Y /Z vérifie (E), alors Homy, 4(X,Y)/S vérifie (E) et l'iso-
morphisme de 3.11 respecte les structures de O-modules au-dessus de Homy 5(X,Y).
(36)

(B5N.D.E.:Ona ajouté ce corollaire, qui amplifie la remarque 4.1.1.2 plus loin.

(36)N.D.E. : Posant H = HomZ/S(X,Y) ceci entraine, en particulier, que Ty /g(-#) est muni d’une
structure naturelle de module sur HXXSH/H Opy. Ce résultat a paru un peu surprenant aux éditeurs;
pour cette raison on en a détaillé la démonstration.
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Démonstration. Soient A,/ deux Os-modules libres de type fini. Si Y/Z vérifie
(E), alors

Ty/z(%@ </V) = TY/Z(%) é TY/Z('/V)

Le terme de droite est un sous-foncteur de Ty z(.#) xs Ty 7z(-4") et via I'isomor-
phisme de 1.2 (x), on obtient un isomorphisme

Homy /o(X, Ty /z(A © N)) ~
Homy, /o(X, Ty /z(4)) x  Homy (X, Ty z(A)).
Hom, ,(X,Y)

Combiné avec 3.11, ceci entraine :

Thom, o (x,¥)/s (A & AN) ~ Thom, (x,v)/s(-A) X Thom, (X, v)/s (A4 ),
MZ/s(X1Y)

donc Homy /5(X,Y) vérifie (E) par rapport a S. Ceci prouve la premicre assertion du
corollaire.

Voyons la seconde. Notons H = Hom, /S(X,Y) et donnons-nous un S-morphisme
A:H — MZ/S(X,Y), ¢.-a-d., un Z-morphisme ¢ : H xg X — Y, qui fait donc de
H’' x5 X un Y-objet.

D’une part, on a un diagramme commutatif :

Homy (H', Homy, /5(X, Ty z(#)))——— Homs (H', Homy s (X, Ty z(-#)))

Homy(H’ Xg X, Ty/z(./ﬂ))( HomZ(H/ xs X, TY/Z(%))

{’L/) S HomZ(IH’xSX(%),Y) | 1/} CE gy = 5}% Homz(IHlxsx(/ﬂ),Y) .

D’apres 1.3, 'action de v € O(H' xg X)) sur ¥ € Homy (H' xgX, Ty z(.#)) est donnée
par : pour tout U — S et (h,2) € Homg(U,H xg X) (U étant alors au-dessus de Y
via § o (h,z)), on a :

(@®)(h, ) = a(h, z)¥(h,z),

ot a(h, z) € O(U) agit sur ¥(h, ) € Ty,z(#)(U) via la structure de Oy-module de
Ty z(A). D’apres 3.4.2, cette derniere est donnée, via I'identification

Homy(H' Xs X, Ty/z(%)) = {w S HomZ(IH’XSX(%)yY) | w OE gy = (5},
par : pour tout (m, h,x) € Homg (U, Ig(#) xs H xg X),

(1) () (m,h,z) =d(m - a(h,x),h, ).
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D’autre part, considérons 'espace tangent Ty /g(.#) = Homg(Is(.#),H); on a un
diagramme commutatif :

Hompy (H, TH/S(,///))( Homg(H', Ty /s(4))

{® € Homg(I/(#),H) | ® 0 ey = A}——— Homg (I (#), H)
()

{¢ S Homz(IH/sz(%),Y) | poeEy= (5}(—> HomZ(IH/XSX(//Z)7Y) R
ou la bijection (x) est donnée comme suit (cf. 1.1(2) et I 1.7.1) : pour tout U — S

et (m,h,z) € Homg(U,Is(#) xs H xg X) (de sorte que U est au-dessus de Z via
U5 X —7Z),ona®(m,h) € Homz(X x5 U,Y) et
(1) d(m, h, ) = ®(m,h) o (z x idy) € Homy (U, Y).
D’apres 3.4.2 (ou I'on remplace X par Homy (X, Y) et X’ par H'), 'action de a €
O(H') sur ® € Homg(Iy/(.#),H) est donnée par : pour tout U — S et (m,h) €
HomS(U, Is(%) Xs H/)7

(a®)(m,h) = ®(m - a(h),h).
Par conséquent, si ¢ (resp. agp) est 'élément de Homy(Iy x x(-#),Y) associé a ®
(resp. a®), on a, d’apres (1),
(2) (ag)(m, h,x) = ®(m - a(h),h) o (x x idy) = ¢(m - a(h), h, ).
Joint & (1), ceci montre que I'isomorphisme Ty s(.#) —— Homy /5(X, Ty z(#)) de
3.11.1 est un isomorphisme de O(H)-modules ; de plus, pour tout H — H, la structure

de O(H')-module de Homy (H', Ty /g(.#)) s’étend, de fagon fonctorielle en H', en une
structure de O(H’ xg X)-module.

En particulier, pour Z = S, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.11.2. — On a un isomorphisme fonctoriel en M
Thom, (x,v)/s(-# ) — Homg(X, Ty s (.4)).

De plus, si Y/S vérifie (E), alors Homg(X,Y)/S vérifie (E) et isomorphisme précé-
dent respecte les structures de O-modules au-dessus de Homg(X,Y).

(37 Soit w : X — Y un S-morphisme; on lidentifie au morphisme constant
u : S — Homg(X,Y) tel que u(f) = w pour tout f : S — S. On voit alors aus-
sitot que le produit fibré de u et de Homg (X, Ty /g(.#)) — Homg(X,Y) s’identifie a
Homy /(X Ty s(#)), o X est au-dessus de Y via u. Par conséquent, on déduit de
la définition de Lﬁoms x,v)s(-#) et du corollaire précédent le :

(3T)N.D.E. : On a ajouté les phrases qui suivent.
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Corollaire 3.11.3. — Soit u : X — Y un S-morphisme. On a un isomorphisme foncto-
riel en A (ou dans le terme de droite X est au-dessus de Y via u) :

Lom, (x,v)/s (-4) — Homy /5(X, Ty/s(-#)).
(38) Cest un isomorphisme de Og-modules si Y /S vérifie (E).

En particulier, pour Y = X, Endg(X) est un S-foncteur en monoides, donc a fortiori
un S-H-foncteur ; rappelant que Lie(Endg(X)/S, .#) désigne LeEids(X)/S(///), ol e est
la section unité (cf. 3.9.0.1), on obtient :

Corollaire 3.11.4. — On a un isomorphisme fonctoriel en H# 57

Lie(Ends(X)/S,.#) = ]| Tx/s(-4);

X/S
(38) c’est un isomorphisme de Og-modules si Y /S vérifie (E).

Remarque 3.11.5. — (3% Supposons que X/S vérifie (E). Alors [Ix/s Tx/s(#) =
Homy /5(X, Tx/s(.#)) est muni d'une structure de (][5 Ox)-module, i.e. pour tout
S’ — S,

Homy /s(X, Tx/s(-#))(S") = {¢ € Homx (Is/ (#) x5 X, X) [ 9o (e.¢ % idx) = pry}

est muni d’une structure de O(X xg S’)-module, fonctorielle en S’. Ceci résulte, au
choix, de 3.6 et des propriétés du foncteur Hx/s (cf. 1.2), ou bien de la démonstration
de 3.11.1.

Nous allons maintenant interpréter géométriquement la définition du fibré tangent.
(40) Soit U un S-foncteur ; d’apres I1.7.2, on a des isomorphismes fonctoriels en .#

TX/S (%) (U) = HOIHS (U, Hoims (IS (./f), X)) ~ Homs (Is (%), @s (U7 X))
=~ Homy, (.z) (Utg(.ar)> Xig (ar))-
En particulier, le morphisme .# — 0 donne un diagramme commutatif :
Homg (U, Txs(#)) ——= Homyg () (Uss (.ar)s Xis ()

. |

Homs (U, X) entité Homs(U,X)

ou la seconde fleche verticale est obtenue par le changement de base € 4 : S — Is(#).
(41)

En conséquence :

(38)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(39)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.

(4ON.D.E. : On a simplifié original dans ce qui suit.

(41)N.D.E. : via I'isomorphisme Homyg () (Utg (ir)s Xig(wary) = Homg (U xsIg(4), X), ceci équivaut
a la remarque 3.1.1. De méme, 3.12 équivaut a la premiere partie de la remarque 3.4.2.
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Proposition 3.12. — Soit hg : U — X un S-morphisme. Alors Homx (U, Tx,s(.#))
s’identifie a l’ensemble des Is(.#)-morphismes de Uiy zy dans Xigz) qui se re-
streignent & ho sur U (vu comme sous-objet de U xg Is(A) via idy Xse z).

(42) En particulier, pour U = X et hy = idx, on obtient le

Corollaire 3.12.1. — L’ensemble I'(Tx s(.#)/X) s’identifie a l’ensemble des Is(. 4 )-
endomorphismes ¢ de Xig( .z qui induisent l'identilé sur X, i.e. tels que le diagramme

ci-dessous soit commutatif : (43)

Ix (M) —2 Ix ()

A4, T

X —9 > X,

(44) D’autre part, d’apres 3.11.2, I'(Tx s(.#)/X) ~ Lie(Endg(X)/S, .#)(S) ; si de
plus X/8S vérifie (E) alors Endg(X)/S vérifie (E), donc Lie(Endg(X)/S, .#) est un Os-
module, d’apres 3.6 (et en fait un (HX/S Ox)-module, d’apres 3.11.5). Appliquant 3.9
on en déduit la

Proposition 3.13. — Si X /S vérifie (E), le groupe abélien I'(Tx s(.#)/X) s’identifie a
lensemble des Is(A)-endomorphismes de Xig (.4 qui induisent l'identité sur X. Par
conséquent, tout Is(.4 )-endomorphisme de Xiy( 4 qui induit l'identité sur X est un
automorphisme.

Corollaire 3.13.1. — Soit v : X — Y un S-isomorphisme, Y /S vérifiant (E). Tout
Is(A)-morphisme de Xig( ) dans Yig(.z) qui prolonge u est un isomorphisme.

Corollaire 3.13.2. — Si Y /S vérifie (E), alors le monomorphisme Isomg(X,Y) —
Homg(X,Y) induit, pour tout u € Isomg(X,Y), un isomorphisme

Lisomg (x,)/8 (#) = Litom (x,v)/s ().

(45) Démonstration. 11 faut voir que Lﬂﬁs (ny)/s(///)(S’) — Lﬁoms(xy)/s(//{) ()
est une bijection, pour tout S’ — S. Par changement de base (cf. 3.4), il suffit de
le faire pour S’ = S. Dans ce cas, L%ﬂS(X,Y)/S(%KS) (resp. Ligom_(x,v)/s(-4)(S))

Isomg

est 'ensemble des Is(.# )-morphismes (resp. automorphismes) Xig(z) — Yis(.z) qui
prolongent u, et 'on applique le corollaire précédent.

(42)N.D.E. : On a détaillé 'original dans ce qui suit.

(43)N.D.E. : Lorsque .# = Ox, ceux-ci sont appelés « endomorphismes infinitésimaux » de X ; voir
6.2 a la fin de cet exposé.

(49N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.

(45)N.D.E. : On a ajouté la démonstration qui suit.
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Corollaire 3.13.3. — Si X/S vérifie (E), le monomorphisme Autg(X) — Endg(X) in-
duit, pour tout v € Autg(X), un isomorphisme Lxuts(x)/s(///) = L%n(is(x)/s(j/)'
En particulier, on a

Lie(Autg(X)/S,.#) —~ Lie(Endg(X)/S,.#) = [ Tx/s(-4),
X/S

(46) de sorte que Lie(Autg(X)/S, .#) est muni d’une structure de (IIx /s Ox)-module.

3.14. Supposons pour terminer X représentable. *7) Dans ce cas, on a vu en 2.2.2
que le X-foncteur Tx /g est représentable par V(Q%( /S), d’ot1 des bijections :

I'(Tx/s/X) ~ Homx (Qx /5, Ox) =~ Dérgy (Ox).

Ceci se déduit aussi de ce qui précede, comme suit. D’apres 3.13, I'(Tx /5 /X) s’identifie
a l’ensemble des endomorphismes infinitésimaux de X (i.e. des Is-endomorphismes de
Xj¢ induisant l'identité sur X). Or X et Xy, ont le méme espace topologique sous-
jacent, les faisceaux d’anneaux correspondants étant Ox et Yo, = Ox ® M, ou
M = Ox est considéré comme idéal de carré nul. Notant 7 : P, — Ox le morphisme
de Ox-algebres qui s’annule sur .#, on en déduit que se donner un endomorphisme
infinitésimal de X équivaut a se donner un morphisme de Og-algebres ¢ : Ox — Doy
tel que mo ¢ = idgy, ce qui équivaut & se donner une Os-dérivation du faisceau
d’anneaux Ox.

De plus, on voit facilement que si D, D’ € Dérg,(Ox) et si 'on note ¢p I’endomor-
phisme infinitésimal correspondant a D, alors

¢D+D’ = ¢D © PDr.
Ceci montre que 'identification
{endomorphismes infinitésimaux de X} ~ Dérg, (Ox)

est un isomorphisme de groupes abéliens. Tenant compte de 3.13 (et 3.11.5), on a
donc fabriqué un isomorphisme de groupes abéliens (et méme de O(X)-modules)

F(TX/S/X) = Dérﬁs (ﬁx)

ce qui redonne l'interprétation classique des champs de vecteurs tangents en termes
de dérivations du faisceau structural. #8) Remarquons d’ailleurs que I'(Tx,s/X) est
égal & HO(X,gX/S), oll gx/g est le dual de Q%(/S.

(46)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
“4)N.D.E.: On a ajouté le rappel de 2.2.2, et détaillé la suite.

(48)N.D.E. : De plus, cet isomorphisme est fonctoriel en S : si S’ — S, posant X’ = Xgr, on a
Lie(Autg(X)/S)(S) ~ [(Txs 51 /X') ~ Dér o, (Ox).

59



60

70 EXPOSE II. FIBRES TANGENTS — ALGEBRES DE LIE

4. Espace tangent & un groupe — Algébres de Lie

4.1. Soit G un foncteur en groupes au-dessus de S. D’apres 3.9.0.2, Tq/g(#) et
Lie(G/S, .#) sont munis de structures de groupes au-dessus de S et l'on a des mor-
phismes de groupes

. p
Lie(G/S, #) ——=Tes(M) <= G ;

par définition 4 est un isomorphisme de Lie(G/S)(.#) sur le noyau de p et s est une

section de p. Il résulte alors de 1 2.3.7 que cette suite de morphismes permet d’identifier

Ta/s(#) au produit semi-direct de G par Lie(G/S,.#Z).

Définition 4.1.A. — (*°) L’opération correspondante de G sur Lie(G/S,.#) est notée
Ad: G— MS—gr. (Q(G/S7 %))

et appelée représentation adjointe (relativement & .#) de G ; on a donc par définition,
pour z € G(S') et X € Lie(G/S, .#)(S) :

Ad(z)X =i (s(2)i(X)s(z) ™).
Si G est commutatif, alors Tq,g(.#) I'est aussi et Ad(z)X = X.

Définition 4.1.B. — *9) Si G et H sont deux foncteurs en groupes au-dessus de S et si
f + G — H est un morphisme de groupes, il s’en déduit par fonctorialité un morphisme
de suites exactes compatible avec les sections canoniques :

1 — > Lie(G/S, M) —> Te s(M) G 1
L(f)l T(f)i fl/
1 —— Lie(H/S, #) —— Tus(A) H Ly

L(f) que I’on notera également Lie(f) est le morphisme dérivé de f. (°0)

Remarque 4.1.C. — (V) Si G/S et H/S vérifient (E), alors L(f) respecte les structures
de Og-modules déduites de la « fonctorialité en .# » (cf. 3.6).

Proposition 4.1.1. — Soit g € G(S). Alors Ad(g) : Lie(G/S, #) — Lie(G/S, . #) est
le morphisme dérivé de Int(g) : G — G.

En effet Ad(g)X = i~!(Int(g)i(X)), ce qui n’est autre que L(Int(g))(X) par la
définition méme du morphisme dérivé.

Supposons que G/S vérifie (E). Alors, d’aprés la proposition 3.9, la structure de
groupe de Lie(G/S, .#) définie comme plus haut n’est autre que la structure induite
par sa structure de Og-module (définie grace & (E)). On déduit alors de la proposition
précédente et de la fonctorialité de Popération de Og (cf. 3.6) le corollaire :

(49N.D.E. : On a ajouté la numérotation 4.1.A et 4.1.B pour mettre en évidence ces définitions.
(30)N.D.E. : Si f est un monomorphisme, il en est de méme de L(f) et T(f), cf. 3.7.
(51)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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Corollaire 4.1.1.1. — Supposons que G /S vérifie (E). Alors, Ad envoie G dans le sous-
groupe

Mos—mod. (@(G/Sv '//))
de Autg ., (Lie(G/S, .#)), c.-a-d., pour tout g € G(S'), Ad(g) respecte la structure
de Og/-module de Lie(G'/S", #) (o0 G' = G xg S'). Autrement dit, Ad est une
représentation linéaire (cf. I, 3.2) de G dans le Os-module Lie(G/S, #).

Remarques 4.1.1.2. — a) Pour que G/S vérifie (E), il faut et il suffit que pour tout
couple (A, A") de Os-modules libres de type fini, le diagramme

Lie(G/S, .4 & N)

N

Lie(G/S, #) Lie(G/S,.¥)

N, 7

Lie(G/S,0) = S ,

obtenu en appliquant le foncteur Lie(G/S, ) au diagramme (x) de 2.1, soit cartésien.

b) Supposons que G/S vérifie (E). Alors le morphisme dérivé de la loi de groupe
7m: G xg G — G n’est autre que la loi d’addition dans Lie(G/S, .#). (N.B. m n’est
pas un morphisme de groupes mais (e, ¢) = e, donc le morphisme dérivé L(r) envoie
TG ) ys(#) = Lie(G/S, 4) xs Lie(G/S, .4) dans Lie(G/S, .#), cf. 3.7 et 3.8.)
Pour tout n € Z, on montre de méme que si I’on note ng : G — G le morphisme de
S-foncteurs défini par g — g™, alors le morphisme dérivé L(ng) est la multiplication
par n sur Lie(G/S), cf. 3.9.4.

4.1.2.0. — 52 Considérons maintenant le S-foncteur Homg /5(G, Ta/s(#)) ; pour
tout " — S, on a Tq/g(A)s ~ Tag, /s (A) (cf. 3.4) et donc :

Homg 5(G, Tays(#))(S") ~ Homgy, (Gs/, Tay, s/ () = T(Tay, js(#) /Gsr).
Notons d’abord que 'on a un isomorphisme, fonctoriel en S,
(*) Homg/ (Gg, Lie(Gg/ /S, #)) — D(Tag, s (A)/Gsr)

qui associe a tout f : Gsr — Lie(Gg//S',.#) la section sy : Gsr — Tqy, /s (A) telle
que, pour tout S” — S’ et g € G(S”) :

(52)N.D.E. : On a détaillé l'original dans ce qui suit, pour faire voir ’action de G sur les foncteurs
HomG/S(G,Tg/S(.///)) et Homg (G, Lie(G/S, .#)).
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Soit h un automorphisme du foncteur Gg/ au-dessus de S’, ne respectant pas né-
cessairement la structure de groupe. A toute section 7 de TGS,/S/(///), on peut as-
socier h(r) définie par transport de structure : c¢’est par exemple la seule section de
Tay, /s () rendant commutatif le diagramme

Gy ————=Tag, /5 ()

hi lT(h)
h(7)

Gy —————— Tay s (A)

En particulier, prenons pour h la translation a droite ¢, par un élément x de G(S'),
c.-a-d., h(g) = t,(g) = g-x, pour tout g € G(S”), S” — S’. Alors, on a immédiatement
ta(sy) = St.(f)

ol t,(f) désigne le morphisme de Gg/ dans Lie(Gg//S’, .#) défini par

t(f)(9) = flg-27").
pour tout g € G(S”), S" — S'.
I1 en résulte que si 'on fait opérer G par translations a droite dans
HomG/S(G, Tas(A)) et Homg (G, Lie(G/S, #))
de la fagon suivante : pour tout S’ — S, z € G(5'), 0 € T(Tq,, /s (A)/Gs') et
fe HOIHS/(GS/,@(GS//S/, %)),
(0-2)(g)=0a(g-a7") - s(x) et (f-2)(g)=flg-z™"),

pour tout g € G(S”), S” — S, alors I'isomorphisme () plus haut respecte les opéra-
tions de G.

En particulier, par cet isomorphisme, les éléments de HoimG/S(G, Tg/s(,///))G(S’)
correspondent aux morphismes constants de Gg/ dans Lie(Gs/ /S’, . #) (i.e. se facto-
risant par la projection Ggr — S’) ou encore aux éléments de Lie(Gs//S’, .#)(S') =
Lie(G/S,.#)(S").

Terminologie. — Les éléments de Homg g(G, Ta/s(# ))E(S’) seront appelés « sec-
tions de Tq, /s (M) invariantes par translation & droite ».

On obtient alors la :

Proposition 4.1.2. — ) Lapplication Lie(G/S, #)(S) — I'(Tgs(#)/G) qui associe
a X € Lie(G/S, #)(S) la section © — X - x est une bijection de Lie(G/S, .#)(S) sur
la partie de I'(Tqs(.#)/G) formée des sections invariantes par translation a droite.

(*)Les énoncés 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4 s’obtiennent plus simplement en remarquant que les automor-
phismes de G invariants par translations a droite sont les translations & gauche. (53)

(33)N.D.E. : voir par exemple la démonstration des propositions 4.6 et 2.5 de [DG70], §I1.4.



4. ESPACE TANGENT A UN GROUPE - ALGEBRES DE LIE 73

De méme, on fait agir G a droite sur Endy,(_4y/s(Gig(.z)) comme suit : pour tout
S"— 8,z € G(Y) et u € Endy, () /5(Gis(ar))(S) = Endy, ) (Grg, ()

(u-2)(g) =ulg-a™")
pour tout g € G(S”), S” — Is/(.#). Alors le morphisme de 3.12.1

Homg, (G, Tays(#)) — Endy (4 /s(Grg(a))

respecte les opérations de G et induit donc pour tout S’ — S une bijection entre
[(Tag, /s (#)/Gs:) et I'ensemble des Is/ (.4 )-endomorphismes u de Gy, (.z) qui in-
duisent 'identité sur G et qui « commutent auz translations a droite », i.e. qui vérifient
ugr - ¢ = ugr pour tout S” — S" et & € G(S”). On obtient donc :

Proposition 4.1.3. — ) Il existe une bijection fonctorielle en G entre ’ensemble
Lie(G/S, #)(S) et lensemble des ls(.#)-endomorphismes de Gig(A) induisant
Uidentité sur G et commutant aux translations a droite de G (au sens indiqué plus
haut).

Tenant maintenant compte de 3.13 :

Théoréme 4.1.4. — ) Soit G un S-foncteur en groupes; supposons que G/S vérifie
(E). Alors le groupe Lie(G/S, #)(S) s’identifie, fonctoriellement en G, au groupe
des Is(.A)-automorphismes de Gig( ) induisant l'identité sur G et commutant aux
translations & droite de G (au sens indiqué plus haut).

On retrouve ainsi (dans le cas .# = Os) une des définitions classiques de 1’algebre
de Lie d’un groupe.

4.2.0. — % Avant d’aller plus loin, établissons de nouveaux corollaires & 3.11. Soient
X,Y au-dessus de Z, Z au-dessus de S, comme dans la section 1. Comme on 'a vu en
3.11, les isomorphismes 1.1 (4) :

Homg(Is (), Homy (X, Y)) —— Homy 5(X, Homy (I7(.#),Y))
1) \ /
Homy (X xs Is(#),Y)
induisent I’isomorphisme 6 ci-dessous

Thom, o (x,v)(A4) Homy, (X, Ty/z(4))

(@) \ /

Hoimz/S(X xs Is(A4),Y)

(54)N.D.E. : On a ajouté le paragraphe 4.2.0, dont les résultats sont utilisés de fagon implicite en 4.2
et 4.7 de loriginal.
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D’aprés 1.3, si Y est un Z-groupe, il en est de méme de Hom,(V,Y) pour tout
V — 7 (en particulier pour V = Iz(#)); explicitement, si 2" — Z' — Z et
¢,¢ € Homy(Vyz,Y), alors ¢ - ¢ est défini par (¢ - )(v) = ¢(v)w(v), pour tout
v € Vg (Z").

Supposons maintenant que X et Y soient des Z-groupes et posons la définition
suivante.

Définition 4.2.0.1. — Soit Hom g g ., (X,Y) le sous-foncteur de Homy o(X,Y) défini
par : pour tout S’ — S,
3) Hom s, . (X, Y)(8') = Homz,, 4 (X', Ys).
Cette définition s’applique également lorsqu’on remplace Y par le Z-groupe Ty 7 (4 ).
On voit, alors facilement que Thom, o . (X,v) /s(A)(S") correspond, dans les iso-
morphismes (2) précédents, aux Zg-morphismes
(Z) : XS' Xgr Isl(./f) — YS/

qui sont « multiplicatifs en X », c.-a-d., qui vérifient ¢(z122,m) = ¢(z1, m)d(x2, M),
et ceux-ci correspondent aux morphismes de Zg-groupes Xs: — Ty z(.#)s. On a
donc obtenu :

Proposition 4.2.0.2. — Soient X, Y des Z-groupes, 7. au-dessus de S. On a des isomor-
phismes de S-foncteurs, fonctoriels en M :

Thom,, o). (<) (#) = Homyz ) g (X, Ty jz(4)).

En particulier, pour Z = S, on obtient le corollaire suivant. Avant de I’énoncer,
remarquons que si Y est un S-groupe commutatif, il en est de méme de Ty g(.4),
puis de H = Homg ,, (X,Y) et Homg ,, (X, Ty s(-#)), et enfin de Ty /s(4).

Corollaire 4.2.0.3. — Soient X, Y des S-groupes. On a des isomorphismes de S-
foncteurs, fonctoriels en M :
Thom, ,, (x,v)/s(-#) — Homg ;. (X, Ty s(-4)).

S1Y est commutatif, ce sont de plus des isomorphismes de S-groupes abéliens.

Définition 4.2.0.4. — © Si Y est un Og-module, le foncteur Ty s(.#) (resp.
Lie(Y/S, #)) est muni d’une structure de Og-module déduite de celle de Y. Muni de
cette structure, on le notera Ty, o(.#) (resp. Lie'(Y/S, #)).

Par conséquent, si X,Y sont des Og-modules, alors Tg(/s(///) = Homg(Is(A#),Y)
et H = Homg,_p,0q.(X,Y), puis Hoimos_mod.(X,T’Y/s(//)) et Ti{/s(///), sont munis
d’une structure de Og-module, et ’on obtient le :

(55)N.D.E. : On a inséré ici cette définition, qui dans 'original apparaissait en 4.3.
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Corollaire 4.2.0.5. — Si X, Y sont des Og-modules, on a des isomorphismes de Og-
modules, fonctoriels en M :

hﬂos_mod_(x,y)/s(///) — Homg 104 (X, Tg{/s(///))-

Définition 4.2.A. — 9 Soient X,L des S-groupes, X opérant sur L par automor-
phismes de groupes (cf. I 2.3.5). On définit le sous-foncteur Z§(X,L) de Homg (X, L)
comme suit : pour tout S’ — S,

ZE(X,L)(S) = {¢ € Homs (Xgr, L) d(w122) = ¢(w1)(21 - B(2)), } _

pour tout x1,z € X(S”), 8" — &
On l'appelle le « foncteur des homomorphismes croisés de X dans L ».

Remarque 4.2.B. — % a) Si L/ est un second S-groupe sur lequel X opére par auto-
morphismes de groupes, on a

Zi(X,L xg L) ~ Z§(X, L) x5 Z5(X,L/).
b) Si L est un G-Og-module, Z§(X, L) coincide avec le noyau de la différentielle

d : Homg(X, L) — Homg (X2, L) définie en I 5.1; en particulier, Z&(X,L) est dans ce
cas un Og-module.

4.2. Soit u : X — Y un morphisme de S-groupes ; alors L?Ioms_gr_(X,Y)/S (M) se décrit

comme suit. D’abord, on a vu en 3.11.3 que I'on a un isomorphisme de S-foncteurs,
fonctoriel en .# : 63

(1) Litom, (x,v)/s(-#) — Homy ;s(X, Ty /s(A4)).
D’autre part, comme Y est un S-groupe; on a alors
Ty s(A) = Lie(Y/S, #)-Y = Lie(Y/S, )y ;
il en résulte un isomorphisme de S-foncteurs, fonctoriel en .Z :
Lo (xv)5(-#) — Homg (X, Lie(Y /S, .40)).

Pour tout S’ — S, notons ' : X’ — Y’ le morphisme déduit de u par changement
de base. Considérons le S-foncteur défini comme suit : ®7) pour tout S’ — S,

@(Y/S)_gr'(X,E(Y/S, %) ’ Y)(S/) = HomY'—gr.(X/’ (@(Y/Sv M) - Y)S’)
= Homy , (X', Lie(Y'/S',.4)-Y').
Alors on voit facilement que l'isomorphisme () induit un isomorphisme
(") Lﬁﬂs_gr_(X,Y)/s(///) — I_Ioim(Y/S)—gr.(}gm(Y/Sa M)-Y).
D’autre part, le morphisme
X —>= Y —2% Autg . (Lie(Y/S,.#))
(56)N.D.E. : On a détaillé I'original dans ce qui suit; en particulier, on a ajouté la définition 4.2.A

et la remarque 4.2.B.
(BT)N.D.E. : Cest la définition 4.2.0.1 appliquée & Z = Y et aux Y-groupes u: X — Y et Ty s(A).
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définit une opération de X sur L = Lie(Y /S, .#) par automorphismes de groupes.
Sid e Homy/S(X,@(Y/S,///) -Y) alors, pour tout S” — §" — S et z € X(§"),
on peut écrire de fagon unique

3(S)(2) = () (2) - u'(x), o &(S)(z) € Lie(Y'/S,.4)(S");

ceci détermine un élément ¢ de Homg (X, Lie(Y /S, #)). Alors ®(S’) est un morphisme
de groupes si, et seulement si, pour tout x1,xs € X(S”) on a :

O(S")(w122) = H(S) (1) (u(z1) G(S")(w2) u(z1) ™)
= ¢(S") (1) (w1 - (8" (22)),
c-a-d., si et seulement si ¢ € Z§(X, Lie(Y/S, .#)). On a donc obtenu la :

Proposition 4.2. — Soit u : X — Y un morphisme de S-groupes. On a un isomor-
phisme de S-foncteurs, fonctoriel en M :

Litom, . (x,v)/s(-#) 5 Z8(X, Lie(Y /S, .#)).

(58) Supposons de plus que Y/S vérifie (E). Alors il résulte de 4.2.0.3, exactement
comme dans la démonstration de 3.11.1, que Homg ,, (X,Y)/S vérifie (E). Donc on a
(cf. 3.5.1) :

Litom ,, xx)/s(# @A) = Litom  xv)/8(#) % Litom, ,, x.v)/s(4)-

u
Hom

(Ceci découle aussi de 4.2 et 4.2.B a)). Par conséquent, L s.gr.(XX)/S(///) est muni,

comme Z& (X, Lie(Y/S, #)) (cf. 4.2.B b)), d’une structure de Og-module, déduite de
la fonctorialité en .#. On en déduit que I'isomorphisme de 4.2 est, dans ce cas, un
isomorphisme de Og-modules :

Proposition 4.2. bis. — ©%) Soit u : X — Y un morphisme de S-groupes; on suppose
que Y /S vérifie (E). On a un isomorphisme de Og-modules, fonctoriel en M :

(xvys(A) 5 Z4(X, Lie(Y/S, .4)).

u
Homg_ ar

De plus, lorsque Y /S vérifie (E), on déduit de 3.13.1, exactement comme dans la
démonstration de 3.13.2, que pour tout u € Isomgg (X,Y) on a un isomorphisme
fonctoriel en . :

() Lisomg .. (x,v)/8(#) = Litom, . (x,v)/s(-4)-

On en déduit les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.2.1. — Soit v : X — Y un morphisme de S-groupes; si Y /S vérifie (E),
on a un isomorphisme de Og-modules, fonctoriel en A :

xxyys () = Zg(X, Lie(Y/S, 4)).

u
Isoms_gl..

(38)N.D.E. : On a ajouté les phrases qui suivent et la proposition 4.2 bis, implicite dans 1’'original.
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Corollaire 4.2.2. — Soit X un S-groupe ; si X/S vérifie (E), on a un isomorphisme de
Og-modules, fonctoriel en A :

Lie(Autg ., (X)/S, #) = Z3(X, Lie(X/S, 4)).

(59) Par ailleurs, si Y est commutatif, 'action adjointe de Y sur L = Lie(X/S, .#)
est triviale, d'ott Zg(X, L) = Homg_,, (X, L). Donc :

Corollaire 4.2.3. — Soit Y un S-groupe commutatif ; on a un isomorphisme de S-fonc-
teurs, fonctoriel en M :

Liiom, . (x,v)/s(-#) — Homg ., (X, Lie(Y/S, .%)).

4.3. Considérons maintenant le cas ou X et Y sont des Og-modules. Rappe-
lons (cf. 4.2.0.4) qu'on note TY (.#) (resp. Lie'(Y/S,.#)) le foncteur Ty s(.#)
(resp. Lie(Y/S, #)) muni de la structure de Og-module déduite de celle de Y.

Lorsque Y/S vérifie (E), on notera toujours Lie(Y /S, .#) le foncteur Lie(Y /S, .#)
muni de la structure de Og-module définie pour tout foncteur vérifiant (E). Dans ce
cas, nous savons (cf. 3.9) que les structures de groupes abéliens de Lie(Y /S, .#) et
Lie'(Y/S, .#) coincident, mais il n’en est pas de méme a priori pour celles de module
(voir un contre-exemple au paragraphe 6.3). Pour tout S — S et a € O(S), on
notera a - m (resp. a - m) 'action de a sur m € Lie'(Y/S,.#)(S) (resp. sur m €
Lie(Y/S, #)(S')), et de méme pour 'action de a sur TQ/S(///) et Ty s(A).

On a Ty g(4) = Lie'(Y/S,#) & Y comme Og-modules; par conséquent, on
obtient, exactement comme pour les proposition 4.2 et 4.2 bis, la :

Proposition 4.3. — Soit u : X — Y un morphisme de Og-modules. On a un isomor-
phisme de S-foncteurs, fonctoriel en M :
(+) Lo, .y ovys(-#) ~ Hoto o (X, Li€ (Y /S, .40)).

(60 i Y/S wvérifie (E), alors Homg_0q.(X,Y)/S vérifie (E) et () est un isomor-
phisme de Og-modules lorsqu’on munit les deux membres de la structure de Og-module
déduite de la fonctorialité en .4 . (61)

Remarque 4.3. bis. — (°2) Soit v : X — Y un morphisme de Og-modules; notons 7,
I'application qui & tout morphisme de Og-modules ¢ : X — Lie/(Y/S,.#) associe le
morphisme

u®¢: X — Ty 5(A) =Y oL (Y/S, A).

(59N.D.E.:Ona ajouté la phrase qui suit.

(60)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(61)N.D.E. : Noter que sur le terme de droite, c’est la structure définie par (a¢)(z) = a-$(z), ot a-¢(x)
désigne I’action de a sur ¢(x) € Lie(Y /S, #). Ceci differe de 'action (a -’ ¢)(z) = a -’ ¢(z) = P(ax),
mais coincide avec celle-ci si Lie(Y /S, .#) = Lie/(Y/S, .#).

(62)N.D.E. : On a ajouté cette remarque qui sera utile en 4.5.1.

64
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Alors I'isomorphisme de 4.3 s’insere dans le diagramme commutatif suivant, fonctoriel

en A :

Lﬁﬂos_mod_(x,y)/s(///) — I—Ioimos—mod.(X7@/(Y/Svﬂ))

£ )

TH()JOS»nmd.(X’Y)/S (%) = I—Ioilnos—mod.()g T/Y/S ('ﬂ))

De plus, lorsque Y /S vérifie (E), on déduit de 3.13.1, exactement comme dans la
démonstration de 3.13.2, que pour tout v € Isomog moa.(X,Y), on a
(+) Lisomog o 063)/8 () = Litomg, .0 (x,v)/5(A)-
Corollaire 4.3.1. — Soit X un Og-module vérifiant (E) par rapport a S. On un iso-
morphisme fonctoriel en A :
Lie(Attto oq. (X)/S, o) = Homo,_noq (X, Lic' (X/S, .4))
qui respecte les structures de Og-modules déduites de la fonctorialité en .4 . (%3 En

particulier, Autg, ,..q (X)/S vérifie (E).

Démonstration. La premiere assertion découle de (x) et 4.3 ; démontrons la seconde.
Comme X/S vérifie (E), on a des isomorphismes de Og-modules Lie' (X/S, # ®.N) ~
Lie'(X/S, .#) xs Lie'(X/S, .4, et donc :

@(Mos—mod.(x)/sa M S5 ‘/V) =

m(MOs—mod.(}i)/S» %) >S< m(ﬂos-mod.(x)/s’ ‘/V)

Compte tenu de 4.1.1.2 a), ceci prouve que Autg, 04 (X)/S vérifie (E).

4.3.2. — Avant de continuer dans cette direction, examinons de plus pres les relations
entre Y, Lie(Y/S) et Lie’(Y/S). Remarquons d’abord que

(ot W(A) est défini en I 4.6) et que l'on a donc un isomorphisme canonique
(2) d: Og - Lie(Og/9).

Soit maintenant F un Og-module. Pour tout S; — S; — S 64, on a un dihomomor-
phisme
(3) F(S1) — F(S2)

O(S1) — O(S2),

d’olt un morphisme de O(S3)-modules
F(51) ®o(s,) O(S2) — F(S2).

(63)N.D.E. : ¢f. N.D.E. (61). D’autre part, on a ajouté la phrase qui suit, ainsi que sa démonstration.
(6YN.D.E. : On a changé S’ — S en S2 — S1 — S, car on doit faire varier S2 et S1 (cf. plus bas).
D’autre part, on a détaillé I’original dans ce qui suit.
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En particulier, posant S; = S’ et Sy = Ig/(#), on en déduit des morphismes de
O(S’)-modules, fonctoriels en .#

F(8") ®o(s) Tos/s(-#)(S") — Tg s (4 )(S');
faisant varier S, on obtient des morphismes de Og-modules, fonctoriels en .#
(4) F ®og Tog/s(A) — Tps(A).

Ces morphismes sont fonctoriels en ., donc compatibles avec les projections des
fibrés tangents sur leurs bases; ils définissent donc des morphismes de Og-modules

(5) F®Os @(OS/SV%) ﬁ@/(F/Sv'ﬁ)
tels qu’on ait le diagramme commutatif :

0*>F®Os m(Os/S,%)HF@)OS TOS/S(%)HFHO

| |

0—— Lie'(F/S,.#) T} () F 0.

On peut considérer les morphismes (5) comme des morphismes de S-groupes abé-
liens

(6) F ®oq Lie(Os/S, #) — Lie(F/S, #);

en tensorisant F avec l'isomorphisme d : Og — Lie(Og/S), on en déduit (pour
M = Ug) un morphisme de S-groupes abéliens

(7) F —/— F ®0, Lie(0g/S) — Lie(F/S)
noté également d : F — Lie(F/S).

Remarque 4.3.3. — (%) Lorsque F/S vérifie (E), les morphismes (6) et (7) ne sont pas
nécessairement des morphismes de Og-modules, lorsqu’on munit les deux membres
des structures de modules déduites de celle de .# & ’aide de la condition (E).

Par exemple, soient k& un corps de caractéristique p > 0, S = Spec(k), et F le
Og-module qui & tout S-schéma T associe F(T) = I'(T, &) muni de la structure de
O(T)-module obtenue en faisant opérer les scalaires par I'intermédiaire de la puissance
p-ieme, c.-a-d., r- f =P f, pour r € O(T), f € F(T). Comme S-foncteur en groupes, F
est isomorphe & G, g. Donc F vérifie (E) et Lie(F/S) s’identifie & Lie(G,, s/S) = Os.
Alors, le morphisme canonique d : F — Lie(F/S) est, pour tout T — S, Papplication
identique F(T) — O(T) : il respecte bien la structure de groupe abélien mais pas la
structure de Og-module.

(65)N.D.E. : On trouvait dans l'original I'assertion que lorsque F/S vérifie (E), les morphismes (6) (et
donc (7)) sont des morphismes de Og-modules, assertion contredite par un contre-exemple donné en
6.3. On a supprimé cette assertion, inséré ici I’exemple précité, et modifié en conséquence la définition
4.4. Ceci est sans conséquence pour la suite.

66
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Remarque 4.3.4. — (%) On peut expliciter les morphismes (4) et (5) comme suit. Le
morphisme O : F®og Tog/s(#) — T%/S(‘//l) = Homg(Is(.#,F) est défini par : pour
tout ' = S, a € O(Ig/(A)), et f:S' = F,

O(f®a)=a- (oo f)=a-(fop),
ol 7 est la section nulle F' — T () et p le morphisme structural Ig/ (.#) — S'.
Alors © induit un morphisme 6 : F ®og Lie(Os/S, #) — Lie'(F/S, .#) ; ceci résulte
de la « fonctorialité en .Z » déja évoquée apres (4), et peut se voir explicitement
comme suit. D’une part, on a
Lie/(F/S, .4)(S') = {6 & Homs(Iss(4),F) | 60.00 = e},

ol e désigne la section unité S’ — F. D’autre part, Lie(Og/S, #)(S") =T(S', . #) est
le noyau de 'augmentation n : O(Ig/(#)) — O(S’'), et il s’agit donc de voir que si
feF(ES)eta el (S, #), alors (a-(fop))ocs=e.

Considérons le dihomomorphisme (3), dans le cas ot S; — S; est le S-morphisme
e S —lIg(A); on a alors un diagramme commutatif

F(S)
ln(a)
F(S)

Pour tout ¢ : Is/(.#) — F, on a donc (a-¢)oe_y = n(a) - (poc_g), dol (a-p)oc 4 =€
si p(a) = 0.

F(ewn)

Fls (M) ——

\L Fle.n)
F(s/(A)) ——

En particulier, prenant .# = ¢ Ug, on a Lie(Og/S) = t Og et le morphisme F —
Lie/(F/S) est donné par f +—t- (f o p).

Remarque 4.3.5. — (7) Soit F un Og-module, posons E = Endg_poq. (F) et notons
dr et dg les morphismes de Og-modules donnés par 4.3.2 (5) :

dr : F ®og Lie(Os/S, #) — Li¢ (F/S, #),

dr : E ®og Lie(Os/S, .#) — Li¢'(E/S, 4 ).
On déduit de 4.3.4 le diagramme commutatif suivant de morphismes de Og-modules :

dg

E®Os @(OS/SV%) @/(E/SV%)

NT(*)

Home, (F, F ®o, Lie(Os/S, #)) —=> Home, (F, Li¢' (F/S, .4))

ou la fleche verticale de droite est l'isomorphisme (x) de 4.3. Donc (loc. cit. ), si F/S
vérifie (E), alors E/S vérifie (E) et (%) est aussi un isomorphisme de Og-modules
lorsqu’on munit les termes de droite de la structure de Og-module déduite de (E).

(66)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, qui sera utile en 4.6.2.
(6)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, qui sera utile en 4.5 et 4.7.
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Remarque 4.4.0. — (°®) Dans 4.3.2, les morphismes (4) sont des isomorphismes si et
seulement si les morphismes (5) le sont. De plus, si ces conditions sont vérifiées, alors
F/S vérifie (E). En effet, il suffit de vérifier que Lie(F/S, .# & .4") ~ Lie'(F/S, .#) xs
Lie/(F/S,.#). Or on a le diagramme commutatif ci-dessous, ot par hypothese les
fleches horizontales sont des isomorphismes :

| |

F@o. (Lie(Os/S,.#) X Lie(Os /S, A)) — > Lic/(F/S,.4) X Lic'(F/S, . );

~

la seconde fleche verticale est donc aussi un isomorphisme, i.e. F/S vérifie (E).

Définition 4.4. — On dit que F est un bon Og-module si les morphismes
F ®os Tog/s(A#) — Tr/s(A)

ou, de fagon équivalente, F ®qg Lie(Os/S, #) — Lie(F/S, #),
sont des isomorphismes de S-groupes abéliens (de sorte que F/S vérifie (E)) et si de
plus ils respectent les structures de Og-modules déduites de la condition (E).
Corollaire 4.4.1. — 9 Soit F un Og-module. Considérons les conditions suivantes :

(i) F est un bon Og-module.

(ii) F/S vérifie (E) et d: F — Lie(F/S) est un isomorphisme de Og-modules.

(it}) Lie(F/S,..#) = Lic'(F/S,.40).
Alors on a (i) < (i) = (iii).

Démonstration. (i) = (ii) résulte de la définition. Pour prouver (ii) = (i), il faut
montrer que les morphismes de S-groupes abéliens (fonctoriels en .#)

sont des isomorphismes de Og-modules. Comme F/S vérifie (E), les deux membres
transforment sommes directes finies de copies de g en produits finis de S-groupes
abéliens. Ceci nous ramene au cas ou .# = CUg, qui résulte de '’hypothese.

Enfin (i) = (iii) découle de la définition et du fait que les isomorphismes
F ®o, Lie(Os/S, #) — Lic'(F/S, 4
de 4.3.2(5) sont des morphismes de Og-modules.

Exemples 4.4.2. — Pour tout Os-Module quasi-cohérent &, les Og-modules V(&) et 67
W (&) définis en I 4.6 sont bons.

(68)N.D.E. : Compte tenu des modifications dans la définition 4.4 (cf. N.D.E. (65)), on a inséré ici
cette remarque, qui dans l'original figurait dans la démonstration de 4.4.1.
(69)N.D.E. : I’original montrait que (i) implique (ii) et (iii) ; on a ajouté 'implication (ii) = (i).
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(70) En effet, pour tout f : S’ — S, les morphismes
V(E)(S") ®os) Os () — Ty(s)ss(A)(S')
W(&)(S) @os) Os (A ) — Tws)s(A)(S)
correspondent, respectivement, aux morphismes :
Homey, -mod.(f*(&), Os) @05 L'(S, Ze, (M) — Homey,-mod.(f* (&), Do, (M))
I(S', f7(&)) @oi) LS, Doy, (M) — T(S', f(€) ®ey, Do, (M));

ceux-ci sont des isomorphismes puisque Zg, (.#) est isomorphe, comme Og,-module,
a une somme directe finie de copies de Os.

Proposition 4.5. — Soit F un bon Og-module. Alors :

(i) Auto meq.(F)/S vérifie (E) et 'on a un isomorphisme fonctoriel
Lie(Autog moa. (F)/S, #) — Homo, yeq. (F, Lie(F/S, 4))

qui respecte les structures de Og-modules déduites de la condition (E). En particulier,
on a un isomorphisme de Og-modules

Lie(Autog moa.(F)/S) — Endog_mea. (F)-
(i) ™Y De plus, Endg, mmoq.(F) est un bon Og-module.
En effet, d’apres 4.4.1, F/S vérifie (E) et
(1) Lie(F/S, .#) = Lic (F/S, .#) ~ F ®o, Lie(Os /S, .4).

L’assertion (i) résulte alors de 4.3.1. Posons E = Endg,_,0q.(F). D’apres (1) et la
remarque 4.3.5, on a le diagramme commutatif suivant de morphismes de S-groupes
abéliens :

Endo, o0 (F) ®0, Lie(Os /S, #) —=> Lie(Endo, oq.(F)/S, . 4)

:T(*)

Hom, (F, F ®0y Lie(Os/S, .4)) —=— Home, (F, Lie(F/S, .4))

ou dp et (*) sont des isomorphismes de Og-modules; par conséquent, il en est de
méme de dg. Ceci prouve (ii).

Scholie 4.5.1. — (™) Posons (cf. 2.1) O, = Os ©t O (avec t? = 0), et soit F un bon
Og-module. Alors, pour tout S’ — S, le morphisme

F(S)@tF(S) = F(S) ®os) Oly) — F(lyr) = F(S') D Lie(F/S)(S")

(TON.D.E. : On a ajouté ce qui suit.

(TUN.D.E. : On a ajouté le point (ii), conséquence immédiate de ce qui précéde.

("JN.D.E. : On a ajouté ce scholie, implicite dans l’original, qui sera utile en 4.7.1. (Ici et dans la
suite, on note t, t’, etc. des variables de carré nul, la lettre € étant réservée a la section unité des
groupes.)
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(qui est l'identité sur F(S’)) induit un isomorphisme de O(S’)-modules tF(S') ~
Lie(F/S)(S). Faisant varier S’, on obtient un isomorphisme qu’on pourra noter
Lie(F/S) ~ tF.

Pour tout S’ — S, on a donc, d’apres 4.5, un diagramme commutatif :

Endoy -mod. (Fs) — Homoy, mod. (Fs/, t Fs/) ——> Lie(Auto, noq. (F)/S)(S')

AUtOIS/‘mOd' (FIS’ ) = TMOSfmodA(F)/S(SI)

et 'on déduit de 4.3 bis que tout X € Endog,-mod.(Fs/) correspond a I’élément id +tX
de AUtOIS/—mod. (FIS/ )

Définition 4.6. — On dit que le S-foncteur en groupes G est bon si G/S vérifie la
condition (E) et si Lie(G/S) est un bon Og-module.

(73) Notons que si F est un bon Og-module, ¢’est un bon S-groupe:; en effet F/S
vérifie (E) et Lie(F/S) ~ F est un bon Og-module.

Exemple 4.6.1. — Si G est représentable, il est bon. En effet, G/S vérifie (E) et
Lie(G/S) est de la forme V(&) donc bon, d’apres 4.4.2.

Lemme 4.6.2. — (™) Soit G un S-foncteur en groupes tel que G/S vérifie (E), et soit
F = Lie(G/S). Alors F vérifie (E) et le morphisme de groupes abéliens d : F —
Lie(F/S) respecte les structures de Og-module.
Par conséquent, G est bon si et seulement si F — Lie(F/S) est bijectif.
Démonstration. Supposons que G/S vérifie (E). Soient .4, A4 des Os-modules libres
de rang fini. Notons F(.4") = Lie(G/S, .#") et e la section unité de G.
Pour tout ' — S, on a F(A)(S') = {9 € Homg(Is/(A),G) | goer = e} et
Lie(F(A)/S, #)(S") = Homg(Ig (A ), F(4")) s’identifie &
Po (5/ X idp ,(//[)) =ec G(ISI(L//))
®cH Is/(N) xg Ig/ (M), G , S .
{ OmS(S( )XS S( ) ) @O(ldls,(ﬂ) XE//():GGG(IS/(JV))

Ceci montre que
(1) Lie(F(A)/S, #) = Lie(F(.40)/S,N).
Comme G/S vérifie (E), on en déduit :
Lie(F(A)/S, A\ & M>) = Lie(F (M1 & M) /S, N )
~ Lie((F (1) X F(a2))/S, ).
D’apres 3.8, le terme de droite est isomorphe a

Lie(P(#4)/S,/) x Lie(P(#2)/S,./) = Lie(F(A)/S, .40) X Lie(F(A)/S, .12).

(73)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
("Y)N.D.E. : On a ajouté ce lemme.
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Il en résulte
(2) Lie(F(A)/S, 4y ® M) = Lie(F(AN) /S, 1) xs Lie(F(AN)/S, 42),
donc F(A7)/S vérifie (E), d’apres la remarque 4.1.1.2 a).

Montrons maintenant que le morphisme de groupes abéliens d : F(A) —
Lie(F(.47)/S) respecte les structures de Og-module. Considérons le €s-module libre
M =t Us, de sorte que

O(Iy (4)) = O(S)[t]/(t*) = O(8") &t O(S")

et Lie(Og/S) =~ t Og. On notera p; le morphisme structural Ig(.#) — S, qui corres-
pond & linjection u; : Os — Pp (M) = Os @ t Os. Rappelons (cf. 3.4.2) que, pour
tout S-foncteur X, F(A)(X) = Lie(G/S, #)(X) est 'ensemble des S-morphismes
¢ : Ix(AN) — G tels que poe_y = e, et que 'opération de a € O(X) est donnée par
a-¢=¢oa*, ot a* est 'endomorphisme de Ix(4") associé a a, cf. 2.1.3.

Par conséquent, d’apres 4.3.4, le morphisme d : F(4) — F(A) ®o, t Os —
Lie(F(.4")/S) est donné par : pour tout S’ — S et f € Homg(S',F(.A4)),

fefot—t-(fop)=fop ot

o, dans le dernier terme, fop, € F(A")(Ig/(4)) est considéré comme un S-morphisme
¢ iy, ) (A) — G (tel que poe 4 = e). Il s’agit de voir que d est un morphisme de
Og-modules, c.-a-d., que d(a - f) = us(a) - d(f) pour tout a € O(S').

Considérant f € F(A)(S’) comme un morphisme Ig/(A4) — G, on a de méme
a- f = foa*. Dautre part, d’apres la fonctorialité en X de 'opération de O(X) sur
Ix(A) (cf. 2.1.3), on a le diagramme commutatif ci-dessous :

*

g (N) " T ()

Ptﬁ Tpt
ut(a)*

Iy, () (N ) — T,y (A) .

On a donc
dla-f)=foa*opiot' = fopoua) ot = fop ot oua) =u(a)-d(f)

(Pavant-derniere égalité résultant du fait que O est commutatif). Ceci acheve la dé-
monstration du lemme 4.6.2.

Théoréme 4.7. — Si F est un bon Og-module, le S-groupe Autg, 4. (F) est bon.
(75) En effet, d’apres 4.5, Auto, _noq.(F)/S vérifie (E) et Lie(Auto, pnoq. (F)/S) ~

Endo, moq. (F) est un bon Og-module.

(5)N.D.E. : On a simplifié 'original, en utilisant les ajouts faits dans 4.3.1 et 4.5 .
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4.7.1. — (7% Soit maintenant G un S-groupe et F un bon Og-module. Supposons
donnée une représentation linéaire de G dans F, c’est-a-dire (I 4.7.1), un morphisme
de S-groupes

p:G— Auto, ea (F).
Si G/S vérifie (E), on en déduit par 4.1.C et 4.5 un morphisme de Og-modules, noté
p oudp:
E(G/S) - m(Mos—mod.(F)/S) = 7End03—mod.(F)'

(") De plus, posant Oj, = Os @ t Os (avec t?> = 0), on déduit de 4.5.1 que, si S’ — S
et X € Lie(G/S)(S") € G(Ig), alors on a dans AUtOIS,—mod.(FIS/) Pégalité suivante :

(+) p(X) = id +t 5/ (X),
i.e. pour tout S” — Ig et f € F(S”), on a dans F(S”) I'égalité p(X)(f) = f+tp (X)(f).
Définition 4.7.2. — Soit G un bon S-groupe. Alors Lie(G/S) est un bon Og-module,

et on a un morphisme de S-groupes Ad : G — Autg, 04 (Lie(G/S)). On en déduit
par 4.7.1 un morphisme de Og-modules

ad : Lie(C/S) — Bndo, 00, (Lic(G/S)).
oll, ce qui revient au méme, un morphisme Og-bilinéaire :
Lie(G/S) xs Lie(G/S) — Lie(G/S),  (z,y) = [z,y] = ad(z) -y

(ot z et y désignent deux éléments arbitraires de Lie(G/S)(S") = Lie(Gg//S')(S')). Si
G est commutatif, alors [z,y] = 0.

4.7.3. — On peut donner du crochet une définition équivalente comme suit : remar-
quons d’abord qu’il suffit de le faire pour z,y € Lie(G/S)(S). Remarquons ensuite
qu’il y a un isomorphisme canonique Ig xg Ig =~ I, ; pour éviter des confusions, no-
tons I et I’ deux exemplaires de Ig et posons &7 = Os|t], Oy = Os|t'], ot t? = 0 = 2.
On a alors un diagramme commutatif

Ixl! ——T

L

I———S

les deux fleches partant de I x I’ identifiant celui-ci au schéma des nombres duaux
sur I ou sur I'. 1l en résulte un diagramme commutatif de groupes (ol on note L =

Lie(G/S)) :

(TO)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3.
("DN.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
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—
x <— o<
=

—
~—
-
<
~—
H%Ae/’:ef\gbﬁ
—
—_

—_—-~ N <

La neuviéme piece du puzzle n’est autre que Lie(L/S)(S). Si G est bon, c’est L(S)
et on a donc le diagramme commutatif suivant, ou les lignes et les colonnes sont
des suites exactes de groupes, les cinq L( ) sont commutatifs, (78) et o, compte
tenu de l'identification L(I) = L(S) @ t L(S) (resp. L(I') = L(S) @ ' L(S)), l'injection
L(S) — L(I) (resp. L(S) — L(I')) est donnée par u +— tu (resp. u +— t' u) :

Or dans un tel diagramme, si on prend deux éléments x et y comme noté, et qu’on
releve arbitrairement x resp. y en un élément = € L(I) resp. 3’ € L(I’), le commutateur
Tyt~ 1y~ dans G(I x I') ne dépend pas des relevements choisis et est 1'image d’un
élément z comme noté. Le lecteur vérifiera que 'on a z = [z,y]. (™

En effet, si 'on note encore x I'image de = par la section canonique L(S) — L(I)
(et de méme pour y), alors T = zu et y' = yv, avec u,v € L(S) = L(I) N L(T'), et
puisque L(I) et L(I') sont commutatifs on a

Yyt =zuyvulzT vy = zuyuT v o T iy = ey iy T

(T8)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.

(T)N.D.E. : L’original indiquait en note de bas de page : « (%) Le rédacteur reconnait, & la demande
de Gabriel, que I’exercice n’est pas immédiat ; c’est d’ailleurs la raison pour laquelle il n’est pas dans
le texte ». On a donné les détails, en tenant compte de I’ajout fait en 4.7.1; voir aussi [DG70], §I1.4,
4.2.
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De plus, cet élément s’envoie sur 1’élément unité de G(I) et de G(I'), donc provient
d’un (unique) z comme indiqué. Enfin, considérant y (resp. ) comme un élément de
Ly (') (resp. de L(S) € G(I')), on a d’apres 4.7.1 (x) :
wya”! = Ad(z)(y) = (id+t" ad(2))(y) =y +1'[2,9],

donc I'élément xy x~1y~1 de L(I') est 'image de 1'élément 2 = [z,y] de L(S).

Sur cette construction apparaissent les deux propriétés suivantes :

(i) le crochet est « fonctoriel en G » : de maniére précise, G — Lie(G/S) est un
foncteur de la catégorie des bons S-groupes dans la catégorie des bons Og-modules
munis d'une loi de composition Og-bilinéaire.

(ii) On a [z,y] + [y, 2] = 0 : en effet le diagramme est symétrique par rapport a la
premiere diagonale. (80)

Proposition 4.8. — Soit F un bon Og-module. Via l’identification
Lie(Auto, moq.(F)/S) = Endg_y0a. (F)
on a
Ad(g)-Y=goYog! et X, Y]=XoY—-YoX,
pour tout 8" — S, g € Autog-mod.(Fs'), et X,Y € Lie(Autg 04 (F)/S)(S) =
EndOS/-mod.(FS’)-

Démonstration. V) Par changement de base, on se raméne & S’ = S, ce qui permet
d’alléger la notation. Posons I = Ig et 01 = Os[t] (avec t2 = 0). Rappelons (cf. 4.5.1)
que linclusion i : Endog mod.(F) < Auto;-mod. (F1) envoie Y sur id+¢tY. Alors, par
définition de Ad(g) (cf. 4.1.A), on a :

id+tAd(g)(Y) =go(id+tY)og ' =id+t(goYog™ 1),
d’ott Ad(g)(Y) =goYog L
Soit I’ une seconde copie de Ig, posons Oy = Os[t'] (avec t'? = 0). Appliquons les
résultats de 4.7.3 & G = Autg 04, (F) et L = Lie(G/S) = Auto,_peq.(F). On identifie
X & son image par la section canonique L(S) < L(I) ; son image dans G(IxT") est alors

id +t' X, dont I'inverse est id —t' X. De méme, Y se reléve en id +tY, dont l'inverse
est id —tY. Alors, le commutateur

(id+t' X) o (id+tY) o (id ' X) o (id =t Y) = id +tt' (X o Y — Y 0 X)

est 'image dans G(I x ') de I’élément Z = X oY — Y o X de L(S) (en effet, Z est
envoyé sur tZ € L(I), puis sur id+t'tZ € G(I x I')). D’aprés 4.7.3, ceci montre que
X, Y]=XoY-YoX.

(80)N.D.E. : i.e. z et y jouent des roles symétriques : 'image dans G(I x I') de [y, z] égale le com-
mutateur y'Ty’ ~1Z71, qui est I'inverse de Zy'Z1y'~! = [x,y]. Par contre (cf. 4.10 plus loin), on
ne sait pas si Pon a nécessairement [z,xz] = 0 : si on considére  comme un élément de € L(I)
(resp. ' € L(I")) il n’est pas clair a priori que T et ' commutent. . .

(BN.D.E. : On a détaillé et simplifié Poriginal dans ce qui suit.
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Corollaire 4.8.1. — Soient G un bon S-groupe et z,y,z € Lie(G/S)(S'). On a :
[z, [y, 2] + [y, [z, 2] + [z, [, 9]] = 0.

(82) En effet, comme G est bon, Lie(G/S) est un bon Og-module et donc, d’aprés
4.7, Auto_0q.(Lie(G/S)) est un bon S-groupe. Alors, le morphisme de S-groupes

Ad: G — Autg_poq. (Lie(G/S))

donne par la fonctorialité 4.7.3 (i) : ad[z,y] = [adx,ady]. Combiné avec 4.8, ceci
donne :

ad[z,y] = [adz,ady] = adz oady — ady o ad z,

ce qui, appliqué & un élément z, donne la relation de Jacobi.

Corollaire 4.8.2. — Soit G un bon S-groupe opérant linéairement sur un bon Og-
module F (i.e. soit F un G-Og-module, G et F bons). Alors l'application linéaire
p': Lie(G/S) — Endg_,0q.(F) est une représentation, c’est-a-dire que l'on a

p'([z,y]) = p'(x) o p'(y) — p'(y) 0 p' ().

Scholie 4.9. — A tout bon S-groupe (par exemple représentable), on a associé un bon
Og-module Lie(G/S) muni fonctoriellement d’une application bilinéaire vérifiant

[(E,y] + [y’l'] =0, [{E, [y,ZH + [ya [Z,CUH + [Zv [(E,y]] =0.

Nous appellerons Lie(G/S) muni de cette structure '« algébre de Lie » de G sur S
(les guillemets étant justifiés par le fait qu’on ne sait pas si Lie(G/S) est & strictement
parler une Og-algebre de Lie (83)). A toute représentation linaire de G dans un bon
Og-module F est associée une représentation de son « algebre de Lie ». En particulier, a

la représentation adjointe de G est associée la représentation adjointe de son « algebre
de Lie ».

Définition 4.10. — Un foncteur en groupes G au-dessus de S est dit trés bon s’il est
bon et si Lie(G/S) est une Og-algebre de Lie (c’est-a-dire si on a identiquement
[x,2] = 0).

Exemples 4.10.1. — Les S-groupes suivants sont trées bons : Autg_,.q.(F) pour tout
bon Og-module F (cf. 4.7 et 4.8), tout groupe représentable (voir ci-apres), tout bon
S-groupe admettant un monomorphisme dans un trés bon S-groupe, par exemple
tout bon sous-foncteur en groupes d’'un groupe représentable, ou tout bon-S-groupe
admettant une représentation linéaire fidele dans un bon Og-module, par exemple
tout bon S-groupe tel que Ad soit un monomorphisme ...

(82)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(83)N.D.E. : car on ne sait pas si [x,z] = 0, voir 4.10 qui suit.
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4.11. Supposons maintenant que G soit un schéma en groupes sur S. D’apres 4.1.4,
Lie(G/S)(S) s’identifie au groupe des automorphismes infinitésimaux de G/S inva-
riants & droite, c’est-a-dire par 3.14 au groupe des dérivations de O au-dessus de Og
invariantes par translation a droite. De plus cette identification respecte la structure
de module et est un % anti-isomorphisme d’algebres de Lie, comme on le voit en
raisonnant comme en 4.7.3 : posons 01 = Og[t] et Op = Og[t'] et soient z € L(I) et
y € L(I'). La translation & gauche A, (resp. A\,) est un S-automorphisme de Gy qui
induit 'identité sur Gy (resp. Gi) et qui correspond & un Os-automorphisme

u = id +td, resp. v=id+t'd,

de Og, , = Oglt, ']/ (t*,t'?), ot dy,d, sont des Os-dérivations de Og invariantes
par translation a droite. Comme la correspondance entre S-automorphismes de
Gixr et Os-automorphismes de ﬁglxl, est contravariante, )\I)\y)\gl)\; L correspond
a v tulvu = id+tt'(dyd, — dydy). On en déduit, d’apres 4.7.3, que l'application
x — —d, est un isomorphisme d’algebres de Lie (pour plus de détails, voir [DG70],
§11.4, 4.4 et 4.6). Ce qui précede est valable pour Lie(G/S)(S’) = Lie(Gs/ /S")(S) pour
tout S" — S. On retrouve alors la définition classique :

Scholie 4.11.1. — Via lisomorphisme © — —d,,, Lie(G/S) s’identifie au foncteur qui
a tout S au-dessus de S, associe la O(S')-algébre de Lie des dérivations de Gs: par
rapport a S’ invariantes par translation a droite.

Comme on sait déja, d’apres 4.6.1, que tout groupe représentable est bon, il résulte
de ce qui précede :

Corollaire 4.11.2. — Tout groupe représentable est trés bon.

Soit £ : S — G la section unité de G. Posons wé/s = 5*(9%}/8) et rappelons (cf. 3.3)
que Lie(G/S) est représentable par la fibration vectorielle V(wg /).

Scholie 4.11.3. — On a donc associé fonctoriellement a tout S-schéma en groupes
G une fibration vectorielle Lie(G/S) = V(wé/s) sur S, qui représente le foncteur

Lie(G/S), donc est munie d’une structure de S-schéma en Og-algébres de Lie. De plus
(cf. 3.4 et 3.8), cette construction commute a lextension de la base et auzx produits

finis.
Remarques 4.11.4. — 9 Notons 7 le morphisme G — S.

a) Le Og-module Q%;/s est évidemment (G xg G)-équivariant (cf. I, §6) et donc,
d’apres 1 6.8.1, on a QlG/S ~ w*(wé/s). 11 en résulte par exemple que Qé/s est locale-
ment libre (resp. localement libre de type fini) si w /s Pest, ce qui est en particulier le

cas st S est le spectre d’un corps (resp. si S est le spectre d'un corps et G localement
de type fini sur S).

(8)N.D.E. : On a corrigé une erreur de signe dans loriginal, cf. [DG70], §11.4, 4.4 et 4.6.
(85)N.D.E. : On a détaillé l’original dans ce qui suit ; en particulier, on a ajouté, pour des références
ultérieures, la numérotation 4.11.1 & 4.11.8.

(86)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit, en tenant compte des ajouts faits dans 'Exp. I, §6.8.
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b) De plus, d’apres I 6.8.2, W%}/s est muni d’une structure canonique de G-Ogs-
module, qui induit sur V(wg, ) = Lie(G/S) I'opération adjointe. (87)

c) D’autre part (cf. EGA I, 5.3.11 et 5.4.6), € est une immersion, et est une im-
mersion fermée si G est séparé sur S. Donc Wé}/s s’identifie & £/ #2 ot .¥ est l'idéal
quasi-cohérent définissant £(S) dans un ouvert U de G dans lequel &(S) est fermé (si
G — S est séparé, on peut prendre U = G, et si G = Spec 7 (G) est affine sur S, .#
n’est autre que I'idéal d’augmentation de 27(G), i.e. le noyau de &' : &/(G) — O,
cf. 14.2). (%)

Remarque 4.11.5. — On peut déduire de I'isomorphisme Qé/s ~ w*(wé/s) que le Og-

module wé /s s’identifie au faisceau WS(QE /S) des « différentielles de G par rapport a

S invariantes a droite », c’est-a-dire au faisceau dont les sections sur un ouvert U de S
sont les sections de Qg g sur 7~ (U), invariantes par translation a droite (cf. I, 6.8.3,
comparer aussi avec VI, 2.4). (89
Notation 4.11.6. — On note Zie(G/S) le faisceau des sections de la fibration vecto-
rielle Lie(G/S) — S; c’est le Og-module (wé/s)v = Jome, (cu%ws7 Os) dual de wé/s
(cf. EGA II 1.7.9). 11 est muni d’une structure de Ogs-algebre de Lie.

Comme cette construction ne commute pas & ’extension de la base (en général),
la structure d’algebre de Lie sur ce module ne permet pas de reconstituer la structure
de S-schéma en Og-algebres de Lie sur Lie(G/S). (*0)

Cependant on a :

Lemme 4.11.7. — On suppose wé/s localement libre de type fini (ce qui se produit en

particulier si G est lisse sur S (cf. EGA TVy, 17.2.4), ou si S est le spectre d’un corps
et G localement de type fini sur S). Alors Zie(G/S)¥ = (v 5)"" = wg g et donc

Lie(G/S) = V(w(l;/s) = V(Zie(G/S)Y) = W(Lie(G/S))
(la derniére égalité résultant de 1 4.6.5.1).

(87)N.D.E. : Pour cette raison, 'opération linéaire de G sur wé/s pourrait étre appelée I'opération

« pré-adjointe » ; en fait, par abus de langage, on parlera encore de « ’opération adjointe » sur wé /s
Signalons ici une construction un peu plus générale, qui sera utilisée dans I’'Exp. III (cf. en particulier
IIT 0.8). Supposons donné, pour tout Y — S, un Oy-module A4 (Y), et pour tout S-morphisme
¢ : Z — Y, un morphisme de Oz-modules A4 (¢p) : ¢* A (Y) — A(Z), qui soit fonctoriel en ¢
(ceci est le cas, par exemple, si J est un idéal quasi-cohérent de Oy et si l'on pose A (Y) = J Oy,
cf. PExp. III) ; alors l'opération de G sur wé/s induit une « opération adjointe » (généralisée) de G
sur le S-foncteur en groupes abéliens qui & tout f: Y — S associe Homﬁy(f*(wé/s), A (Y)).
(8)N.D.E. : On a ajouté la description qui précede de wé/s, qui sera utile plus loin (par exemple,
en VIIu, 5.5).

(89)N.D.E. : Cette description de wé/s en termes de différentielles invariantes ne sera pas utilisée
dans la suite.

(90)N.D.E. : car Ze(G/S) = (w(l;/s)v ne détermine pas nécessairement w(l;/s. Par exemple, si S = A}
(k un corps) et si G est le S-groupe dont la fibre en s = 0 est G, , et les autres fibres sont le groupe
unité, alors Zie(G/S) = 0 mais Lie(Gs/k)(k) = k.
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Enfin, soit G — H un monomorphisme de foncteurs en groupes. Alors Lie(G/S) —
Lie(H/S) est également un monomorphisme (cf. 3.7). Comme tout monomorphisme
vectoriel de fibrations vectorielles est une immersion fermée (°)) on obtient :

Corollaire 4.11.8. — Soit G — H un monomorphisme de S-schémas en groupes.

(i) Lie(G/S) — Lie(H/S) est une immersion fermée et donc w%l/s — wé/s est un
épimorphisme.

(ii) Si wé /s est localement libre de type fini, alors le morphisme correspondant

Zie(G/S) — Zie(H/S) est un isomorphisme de Lie(G/S) sur un sous-module de
Zie(H/S) localement facteur direct.

5. Calcul de quelques algebres de Lie

5.1. Exemples d’algebres de Lie : les groupes diagonalisables. — Soit G =
Dg(M) un groupe diagonalisable sur S (I 4.4). La formation de Lie(G/S) commutant
a l'extension de la base, il suffit de faire la construction pour G = D(M). On a alors :

G(Is) = Homgr_(M, F(Is, ﬁ[s)x) = I{Ongr.(l\/[7 F(S, .@ﬁs)x).
Or on a une suite exacte scindée
1—T(S,05) — I'(S,%¢,) — I'(S,05) — 1,

ce qui donne que Lie(G)(S) s’identifie & Homg, (M, O(S)) muni de sa structure de
O(S)-module évidente. On obtient donc apreés changement de base :

Proposition 5.1. — On a des isomorphismes
Homg_,, (Ms, Os) — Lie(Ds(M)/S) et  H#omg. (Ms, Os) — Lie(Ds(M)/S),

(ot, dans le second isomorphisme, 1\~/IS désigne le faisceau de groupes constant sur S
défini par M, et Stomg,. le faisceau des homomorphismes de faisceaux de groupes).

Corollaire 5.1.1. — Si M est libre de type fini (ou, comme nous dirons plus tard, si
Dg(M) est un tore déployé) alors (voir I, 4.6.5 pour la définition de W)

W(Zie(Ds(M)/S)) — Lie(Ds(M)/S) ,
MY ®z Og — Zie(Ds(M)/S) ,
ot MV désigne le dual du groupe abélien M. En particulier
Os — Lie(Gs/S) et  Os — Lie(Gys/9).
5.2. Normalisateurs et centralisateurs. — Démontrons d’abord quelques lem-
mes. Rappelons (cf. I 3.1.1) qu'une suite 0 — F/ — F — F” — 0 de Og-modules

est dite ezxacte si pour tout ' — S la suite 0 — F'(S') — F(S') — F’(5') — 0 de
O(S’)-modules est exacte.

OUN.D.E. : Soient f : .# — .# un morphisme de &g-modules et & = Coker(f). Si V(A4) — V(&)
est un monomorphisme, le morphisme surjectif Sym(.4") — Sym(Z?) se factorise par Og, donc &2 = 0.
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De méme, une suite 1 — G’ — G — G” — 1 de S-groupes est dite exacte si pour
tout S" — S la suite de groupes 1 — G'(S') — G(S') — G”(S') — 1 est exacte.
Lemme 5.2.1. — 92) Soit 1 — G’ — G — G” — 1 une suite exacte de S-groupes.

(i) Les suites 1 — Tqr/g( M) — Tgs( M) — Tans( M) — 1 et

1 — Lie(G'/S, #) — Lie(G/S, #) — Lie(G"/S, #) — 1
sont alors exactes.

(ii) Soit 1 = H — H — H” — 1 une seconde suite de groupes ; elle est exacte si et
seulement si la suite ci-dessous est exacte :

1—G'xH —-GxH—G"xH' — 1.
S S S

(iii) Si deux des S-groupes G', G, G"” vérifient (E), le troisieéme vérifie aussi (E).

(iv) Si0 - F — F — F” — 0 est une suite exacte de Og-modules et si deux des
modules F',F,F" sont bons, le troisieme l’est ausst.

(v) Si deuz des S-groupes G', G, G"” sont bons, le troisiéme l’est aussi.

(93) La premiere partie de (i) est immédiate, et la seconde partie en découle. De
méme, (ii) est immédiat. Démontrons (iii). Pour abréger, notons L(.#) = Lie(G, .#),
L'(A#) = Lie(G', #), etc. Alors, on a le diagramme commutatif suivant

| — (M SN — LM SN — V(M SN —1

| |

1= L/() X U(N) —= L(A) X L(N) —= L () X L (N) —>1

dans lequel la premiere (resp. la seconde) ligne est exacte d’apres (i) (resp. (i) et (ii)).
L’assertion (iii) en résulte.
Prouvons (iv). On a un diagramme commutatif

0—— F’ ®OS TOS/S(%) —F ®OS TOS/S(%) —F7 ®OS TOS/S(E///) —0

| | |

O%TF//S(%) TF/S(%) TF”/S(%)%O

a lignes exactes (la premiere, car Tog/s(.#) est un Ogs-module libre donc plat, la
seconde d’apres (i)). Il en résulte que si deux des modules F',F, F” sont bons, le
troisieme l’est aussi. Enfin, (v) découle de (iii) et (iv).
Lemme 5.2.2. — Soient G un S-groupe, E, H deux G-objets, F un G-Og-module.
(i) L’homomorphisme canonique E¢ xg HY — (E xg H)® est un isomorphisme.
(ii) Si F est un bon Os-module, il en est de méme de FC.

(92)N.D.E. : On a détaillé I’énoncé du lemme (et sa démonstration); ceci sera utile en 5.3.1.
(93)N.D.E. : On a ajouté la démonstration des points (iii) et (v).
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(94) La premiere assertion est immédiate ; démontrons la seconde. Pour tout S’ — S,
on a un diagramme commutatif

FC (I ()" F(ls/ ()
¢ ~ | ¢1
F&(S") ®o(s) Oy (M) F(S') @o(s) O(ls/ (A))

et 'on doit démontrer que ¢ est bijectif; or il est évidemment injectif ; montrons qu’il
est surjectif. Soit (tg,...,t,) une base du O(S’)-module libre O(Is/ (.#)) et soit

u:Zfi®ti
i=0

un élément de F(S') ®o(s) O(Is (#)) tel que ¢ (u) appartienne a F¢(Ig/(.#)). Mon-
trons que les f; appartiennent & FG(S’).

Soit S” — S’; on peut considérer S” comme au-dessus de I/ (A#) par la section
zéro € 4. Alors, pour tout g € G(S”), on a :

usgr = g - usr = Zg : (fi)S” ® (ti)s”’
i=0
Comme les (t;)s forment une base de O(Isi(#)) ~ O(Is/(A)) ®o(sy O(S”) sur
O(S"), il en résulte que g - (f;)s» = (fi)sr, d’ou f; € FE(S’) pour tout i.

Notations. — (%°) Si E est un S-groupe et F un sous-S-groupe de E, on note E/F le
S-foncteur qui & tout S" — S associe 'ensemble E(S)/F(S’) des classes T = x F(5'),
x € E(S). Si E est un S-groupe commutatif alors E/F est un S-groupe commutatif.

Soient maintenant G un S-groupe et K un sous-S-groupe de G; posons E =
Lie(G/S, #) et F = Lie(K/S, #). L’action adjointe de K sur E stabilise F, donc
induit une action de K sur le S-foncteur E/F. Alors, pour tout S’ — S, on a :
pour tout f:S” — S" et k € K(S"), }
St Ad(k) (f*(2)) € F(S") ’

ou f*(x) désigne I'image de = dans E(S").

(B/PX(S) = {x € BS')/F(S)

Théoréme 5.2.3. — Soient G un S-groupe, K un sous-S-groupe de G. Notons (I 2.3.3)
N = Norm, (K), Z = Centr (K).

Faisons opérer K sur Lie(G/S, #) par Uintermédiaire de la représentation adjointe
de G.

(99N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(95)N.D.E. : On a détaillé ces notations.
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(i) Si la loi de groupe de Lie(G/S,.#) est commutative *) (6 alors
K
Lie(N/S,.#) [ Lie(K/S, .#) = (Lie(G/S,.4) | Lie(K/S,.4)) .

(ii) Si la loi de groupe de Lie(G/S,.#) est commutative *), alors
Lie(Z/S, .4() = Lie(G/S, .4/)X.
(iii) Si G vérifie (E) (resp. si G et K vérifient (E)), alors Z vérifie (E) (resp. N
vérifie (E)).
(iv) Supposons G bon, alors Z est bon ; si de plus G est trés bon, alors Z est trés
bon.

(v) Supposons G et K bons, alors N est bon ; si de plus G est trés bon, alors N est
trés bon.

Pour démontrer (i) et (ii) ®) nous utiliserons le lemme suivant, qui résulte du
diagramme de suites exactes considéré en 4.1.B (avec G et H intervertis).

Lemme 5.2.3.0. — Soient G un S-groupe, H un sous-S-groupe de G, et .M un Os-
module libre de type fini. Alors Ty g(A) et Lie(G/S,.#) sont des sous-S-groupes de
Ta/s(A) et lon a :

Tus(A) () Lie(G/S, #) = Lie(H/S, #),
oil Uon a posé Trys () () Lie(G/S, ) & Tyys(4) X7 s () Lie(G/S, A ).

Comme les foncteurs considérés dans (i) et (ii) commutent & I'extension de la base,
il suffit de montrer les égalités de S-points.
Posons H = N (resp. = Z) et soit « = £1. D’apres le lemme précédent et la
définition de N et Z (cf. 1 2.3.3), on a : Lie(H/S, .#)(S) =
pour tout f: S — Ig(A) et u € K(§'),
X € Lie(G/S,.#)(S) € G(Is(A4)) | f*(X¥) - u- f*(X7)-u"t € K(S) o [
resp. f*(X)-u- f*(X ) ut=1
ou f*(X) désigne I'image de X dans G(S').
Pour simplifier I’écriture, notons
0= Lie(G/S,.4), t=Lie(K/S,.#), n=Lie(N/S,.&), 3=Lie(Z/S, ).

Si X € Lie(H/S,.#Z)(S), les égalités (x) sont valables pour tout f : S’ — S, car
f = poeyo f se factorise a travers Is(.#) (ou p : Is(.#) — S est le morphisme
structural et € 4 : S — Ig(4) la section zéro). On en déduit que

n(S)/6(S)  (6/8%(S) et 5(S) C g (S).

(*) Condition automatiquement vérifiée si G vérifie (E) (cf. 3.9) par exemple si G est représentable.

(96)N.D.E. : Pour un exemple ot le S-groupe Lie(G/S) n’est pas commutatif, voir 6.3.
(OT)N.D.E. : On a détaillé la démonstration, ajoutant en particulier le lemme 5.2.3.0, implicite dans
Poriginal.
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Pour prouver les inclusions réciproques, supposons désormais g = Lie(G/S,.#)
commutative ; alors g¥ et (g/€)¥ sont des S-groupes commutatifs. Soient X € g(S)
et X son image dans (g/€)(S), supposons que X € (g/€)%(S) (resp. X € g%(9)) et
montrons que X € n(S) (resp. X € 3(9)).

Soit f : S — Ig(.#); montrons que la condition (k) précédente est vérifée pour
tout u € K(S'). Considérons le carré cartésien

P

I/ (M) ——Is(A)

”'i 4}0)&

g S

et soit h la section de p’ définie par f. Il suffit de montrer que, pour tout v €
K(Is (/) on a

p*(XOC) T p*(X*a) vl e K(IS/ (%)) } (**)
resp. p*(X)-v-p*(X~ 1)o7l =1

En effet, prenant v = p’*(u) et appliquant h* & (xx), on obtient (), puisque p’oh = idg
et poh=f.

Montrons maintenant (xx); pour simplifier, on écrira X au lieu de p*(X). Tout
v € K(Ig/(A)) s’écrit de maniére unique Y -k ou Y € Lie(K/S, #)(S') et k € K(S').
L’expression X - u - X~ .41 devient alors X* Y - (k- X~®-k~1) - Y~! qui, comme
Lie(G/S, #) est commutatif, s’écrit X* Ad(k)(X~%). Or celui-ci est a priori dans
Lie(G/S, #)(S') ; tenant compte du lemme 5.2.3.0, la condition () pour X devient
donc : pour tout k € K(S),

Ad(k)(X) = X si. H=7;
X Ad(k)(X~*) € Lie(K/S,.#)(S') si H=N.

Lorsque H = Z, cette condition est bien conséquence de I'hypothese X € g¥(S).
Lorsque H = N, la condition s’écrit aussi :

(+)) Ad(k)X) =X et Ad(E)(XH =X,

or la seconde condition de (x’) est conséquence de la premiere, puisque l'opération
de K sur g/t respecte la structure de groupe de ce dernier. Donc, lorsque H = N,
la condition (%) pour X est bien conséquence de I'hypothese X € (g/8)%(S). Ceci
démontre (i) et (ii).

Pour prouver (iii)—(v), notons g(.#) = Lie(G/S, .#) et définissons de méme ¢(.#),
3(A) et n(A). Si G/S vérifie (E), alors g(.#4 ®N") ~ g(.A) xs g(./) et donc, d’apres
5.2.2 (i),

g( M & N)K = g()* gg(W)K
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dou 3(A © N) ~ 3(M) xs3(F), donc Z vérifie (E). Si de plus K/S vérifie (E), on

obtient successivement des isomorphismes :
(/)M & N) = (a/6)(A) x(a/8)(N)
(8/8) (A & N) = (a/O)(A)" x(a/O)(A)T,
puis un diagramme commutatif :
00— M DN —— (M BN) ——— () (M DN) ——0
. l .
0 ——= (M) X ¥(A) ——= (M) X 0(A) — (0/)(A) X (n/E)(A) —0
dott il résulte que n(.Z & N) ~ n(4) xsn(4), donc N vérifie (E).

Désormais, notons g = g(&s) = Lie(G/S) et définissons de méme £, 3,n. Si G est
bon, g est un bon Og-module donc, d’apres 5.2.2 (i), 3 ~ g® l'est aussi, donc Z (qui
vérifie (E) d’apres (iii)) est bon. Si de plus K est bon, alors € est un bon Og-module
donc, d’apres 5.2.1 (iv) et 5.2.2 (ii), il en est de méme de g/t et (g/€)¥. Compte tenu
de la suite exacte

0 t n (8/6)% —=0,

on obtient, d’apres 5.2.1 (iv) & nouveau, que n est bon. Enfin, si en plus des conditions
précédentes, G est trés bon, c.-a-d., si on a identiquement [z, z] = 0 pour tout = € g,
il est clair que Z et N sont trés bons. Ceci prouve (iii), (iv) et (v).

Corollaire 5.2.3.1. — On a Lie(Centr(G)/S) = Lie(G/S)¢ si la loi de groupe de
Lie(G/S) est commutative.

Corollaire 5.2.3.2. — Si la loi de groupe de Lie(G/S) est commutative et si K est un
sous-groupe invariant de G, alors

(Lie(G/S) / Lie(K/$)) " = Lie(G/S) / Lie(K/9).
5.3. Représentations linéaires. — Soit G un bon S-groupe opérant linéairement
sur un bon Og-module F via
p: G — Autog mea. (F)-
On a défini (4.7.1 et 4.8.2) une représentation linéaire correspondante
p": Lie(G/S) — Endg, oa. (F)-

Les sous-S-groupes Norm, (E) et Centr(E) sont définis pour toute partie E de F,
par exemple pour tout sous-Og-module E de F.
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Définition 5.3.0. — On posera de maniere analogue : pour tout S’ — S,
Normy;o(q/s) (E)(S) = {X € Lie(G/S)(S) | p'(X)Es C Eg};
Centryyy ) (B)(S) = {X € Lie(G/S)(S') | o/ (X)Bs = 0},

(Notons que cette construction se fait pour toute représentation linéaire d’une Og-

« algebre de Lie » (au sens de 4.9) et que les deux sous-objets construits sont des
sous-Og-modules stables par le crochet).

Théoréme 5.3.1. — Soit G un bon S-groupe opérant linéairement sur un bon Og-
module F et soit E un sous-Og-module de F.

(1) On a Lie(Centrq (E)/S) = Centry;e(c/s)(E) et Centrg (E) est un bon S-groupe ;
il est trés bon si G [’est.

(ii) Supposons que E soit un bon Og-module. Alors °®) Lie(Normg(E)/S) =
Normy (g /s)(E) et Normg (E) est un bon S-groupe ; il est trés bon si G Uest.

La démonstration est laissée au lecteur.

5.3.2. — Soit G un bon S-groupe; ce qui précede s’applique en particulier au cas ou
on prend pour p la représentation adjointe de G. Soit E un bon ¥ sous-module de 80
Lie(G/S); on lui associe donc deux sous-groupes de G, son centralisateur et son nor-
malisateur. D’apres 5.3.1, leurs algebres de Lie sont respectivement le centralisateur et
le normalisateur de E dans Lie(G/S) calculés comme d’habitude & l’aide du crochet :

Centry ;o /s) (E)(S") = {X € Lie(G/S)(S') | [X, Es/] = 0}
Normy ;o /s) (E)(S") = {X € Lie(G/S)(S") | [X,Es'] C Es'}.

5.3.3. — Soit K un sous-S-groupe de G, alors Lie(K/S) est un sous-Og-module de
Lie(G/S) ; supposons que Lie(K/S) soit un bon Og-module (9 (ce qui est le cas si K
est un bon S-groupe). On a évidemment

Centry (K) C Centr (Lie(K/S))
Norm, (K) € Norm, (Lie(K/S)),

d’oti, d’apres 5.3.1,

Lie(Norm, (K)/S) C Normy,;e(q /s (Lie(K/S)),

mais aucune de ces quatre inclusions n’est a priori une identité ; nous en verrons par
la suite bien des exemples.

Il résulte en particulier de ces inclusions que si K est un sous-groupe invariant de
G, alors Lie(K/S) est un idéal de Lie(G/S).

(98)N.D.E. : On a corrigé l'original, qui énongait I’égalité qui suit sans hypothéses sur E; voir 6.5.1
pour des contre-exemples.
(99)N.D.E. : On a ajouté cette hypothese; cf. 6.5.1.
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6. Remarques diverses

6.1. On peut définir le crochet de deux automorphismes infinitésimaux pour un S-
foncteur X qui ne soit pas nécessairement un groupe. Il suffit d’appliquer les résultats
de cet exposé au groupe Autg(X). Pour pouvoir aboutir & un formalisme agréable, on
est conduit a supposer X bon, c’est-a-dire a supposer que le Ox-module Tx/g est bon
(si X est un S-groupe, cette définition coincide évidemment avec la définition 4.6).

6.2. Il existe des foncteurs possédant des endomorphismes infinitésimaux qui ne
soient pas des automorphismes, donc a fortiori ne vérifiant pas la condition (E). (100)
Pour tout ensemble pointé (E, xq), soit MA(E) le monoide abélien libre engendré par
E et soit MAp(E, ) le monoide abélien obtenu en quotientant MA(E) par la relation
d’équivalence engendrée par la relation m ~ zg + m. Alors (E,zq) — MAp(E, z¢)
est 'adjoint & gauche du foncteur d’oubli de la catégorie des monoides abéliens vers
celle des ensembles pointés ; on dira que MAp(E, z() est le « monoide abélien libre sur
Pensemble pointé (E, zg) ».

Prenons alors pour X le foncteur qui a tout schéma S associe le monoide abélien
libre sur ’ensemble O(S), pointé par 1’élément zéro. Chaque morphisme f : S —
Iz = Spec(Z[e]) correspond & un élément de carré nul uy de O(S), donc définit un
endomorphisme de X(S) par « — z + uy (somme dans MAp(O(S),0)). On obtient
ainsi un endomorphisme ¢ de Xy, = X xz Iz, défini comme suit. Pour tout f € I(S)
et z € X(8S),

o((x, 1)) = (@+uy, f).
Si fo : S — Iz est la composée du morphisme structural S — Spec(Z) et de la section
zéro de Iz, I’élément correspondant est uy, = 0, et donc ¢((z, fo)) = (, fo), puisque
x4+ 0 =z dans MAp(O(S),0). Ceci montre que ¢ induit I'identité sur X; c’est donc
un endomorphisme infinitésimal de X qui n’est évidemment pas un automorphisme.

6.3. 1l existe des modules qui ne sont pas bons. D’une part, on peut modifier 1ége-
rement le contre-exemple précédent : (190 prenons pour F(S) le O(S)-module libre
de base les éléments de O(S), alors F ne vérifie pas la condition (E) par rapport a
Spec(Z) ; de plus, soit G le Z-groupe défini par G(S) = GL,,(R(S)), ou n > 2 et R(S)
est la O(S)-algebre du groupe abélien O(S), alors le Z-groupe Lie(G/Z) n’est pas
commutatif.

(102) D’autre part, on peut donner les contre-exemples suivants. Soit S = Spec(k),
k un corps de caractéristique p > 0.

a) Soit F' le Og-module qui & tout S-schéma T associe F(T) = I'(T, &r) muni de la
structure de O(T)-module obtenue en faisant opérer les scalaires par 'intermédiaire
de la puissance p-iéme, c’est-a-dire, r - f = r?f, pour r € O(T), f € F(T). Comme
S-foncteur en groupes, F est isomorphe & G, g. Donc F/S vérifie (E) et Lie(F/S)
s’identifie & Lie(G,,g/S) = Og. Alors, le morphisme canonique F — Lie(F/S) est,

(100)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit. En particulier, la définition correcte du « mo-

noide abélien libre sur un ensemble pointé » nous a été signalée par O. Gabber.
(1I0DN.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
(102)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a détaillé Pexemple a) et ajouté exemple b).
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pour tout T — S, Papplication identique F(T) — O(T) : il respecte bien la structure
de groupe abélien mais pas la structure de module. Donc F n’est pas bon (cf. 4.4.1).

b) Soit oy, 1, le k-foncteur en groupes qui & tout S-schéma T associe
o, 1 (T) ={x € O(T) | 2" = 0},

il est représenté par Spec(k[X]/(X?) donc c’est un trés bon S-groupe; il est aussi muni
d’une structure de Og-module, mais ce n’est pas un bon Og-module, car le morphisme
canonique a, ; — Lie(ay, /k) = G, 1 n'est pas bijectif.

6.4. Soit G un foncteur en groupes sur S. On a par définition les implications sui-
vantes

(G/S vérifie (E)) <= (G est bon) <= (G est trés bon). (103)
Il serait intéressant de démontrer ou de contre-exempler les implications en sens in-
verse.

6.5. (104 Soit Nil le Z-foncteur en groupes défini comme suit : pour tout schéma S,
Nil(S) est I'idéal de €(S) formé des éléments nilpotents, i.e.
Nil(S) = {z € £(S) | il existe n € N tel que 2™ = 0}.
(N.B. Nil est trés bon mais n’est pas représentable). Soient Nil27 O¢q et F les Z-
foncteurs en groupes qui & tout schéma S associent, respectivement, 1'idéal Nil(S)?2
et
0.:4(S) = 0(S)/ Nil(S), F(S) = 0(S)/ Nil(S)*

On voit facilement que Lie(O,¢q/Z) = 0, donc le Oz-module O,¢q n’est pas bon (bien
que ce soit un bon Z-groupe). Si 4, 4" sont des Z-modules libres de rang fini, on a

Nil*(Is(.# & .4)) = Nil*(S) @ Nil(S) ®z 4 @ Nil(S) ®z A
et donc
F(Is(A © AN)) =~ F(S) @ Orsa(S) @z A & Orea(S) @z A .
On en déduit, d'une part, que le Z-foncteur en groupes F vérifie la condition (E) et,

d’autre part, que Lie(F/Z) = O,4q ; comme ce dernier n’est pas un bon Oz-module,
ceci montre que F est un exemple de Z-groupe qui vérifie (E) mais qui n’est pas bon.

6.5.1. — Donnons aussi les contre-exemples signalés en 5.3.1-5.3.3. Soient S un
schéma, F le bon Og-module 0292 muni de 'action naturelle du bon S-groupe
G = GLyg, et E le sous-Og-module de F formé des couples (x1,z2) tels que xo
soit nilpotent. Posons N = Normg (E). Alors Lie(N/S) = Lie(G/S) tandis que, pour
tout S’ — S, on a

b
Normy s (BS) = { (3 1)
donc Lie(Normg (E)/S) # Normy i /s) (E)-

a,b,c,x e OS), z nilpotent}

(103)N.D.E. : Et G est trés bon s’il est représentable (4.11). Pour des critéres de représentabilité, voir
par exemple [MOGB7|. D’autre part, pour les automorphismes d’un groupe algébrique affine (sur un
corps algébriquement clos de caractéristique 0), citons [HM69].

(104)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe.
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En considérant le produit semi-direct G; = F - G, on obtient un contre-exemple
analogue ol E est un sous-Og-module de Lie(G1/S); de plus, avec les notations in-
troduites plus haut, E = Lie(K/S) ot K est le sous-groupe Og @& Nil? de F (c.-a-d.,
pour tout S’ — S, K(S') est formé des couples (1, x2) tels que xo € Nil(S')?).
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EXPOSE III

EXTENSIONS INFINITESIMALES
par M. DEMAZURE

Dans cet exposé, on se place dans la situation générale suivante. On a un schéma
S et un idéal cohérent nilpotent Z sur S. On désigne par S,, le sous-schéma fermé de
S défini par I'idéal Z**! (n > 0). En particulier Sy est défini par Z. Comme Z est
nilpotent, S,, est égal & S pour n assez grand et les S; ont méme espace topologique
sous-jacent. Un exemple typique de cette situation est le suivant : S est le spectre d’un
anneau artinien local A, 7 est 'idéal défini par le radical de A, donc Sy est le spectre
du corps résiduel de A.

Dans la situation précédente, on se donne un certain nombre de données au-dessus
de Sy et on cherche au-dessus de S des données qui les relevent, c’est-a-dire qui les
redonnent par changement de base de S a Sy. Ceci se fait de proche en proche, par 'in-
termédiaire des S,,. A chaque pas, on se propose de définir les obstructions rencontrées
et de classifier, lorsqu’elles existent, les solutions obtenues.

Le passage de S,, a S, 11 peut se généraliser ainsi : on a un schéma S, deux idéaux
ZetJavecZ D J,etZ-J =0 (dans le cas précédent S, 7 et J sont respectivement
Sna1, Z/Z2, I /I7F2) On note Sy (resp. S) le sous-schéma fermé de S défini
par Z (resp. J) et on se pose un probléme d’extension de Sz a S.

Dans SGA 1 III ont été traités les problemes d’extension de morphismes de sché-
mas et d’extension de schémas. Nous nous poserons ici les problémes d’extension de
morphismes de groupes, d’extension de structures de groupes et d’extension de sous-
groupes.

Nous avons rassemblé dans un n°0 les résultats de SGA 1 III qui nous seront utiles,
pour les mettre sous la forme la plus pratique pour notre propos, et pour éviter au lec-
teur d’avoir & se reporter constamment & SGA 1 III. (V) Le n°1 rassemble des calculs de
cohomologie des groupes utiles par la suite et qui n’ont rien a voir avec la théorie des
schémas. Les numéros 2 et 3 traitent respectivement de 1’extension des morphismes de
groupes et de I'extension des structures de groupes. Dans le n°4, nous avons rappelé

(UN.D.E. : Le lecteur pourra préférer commencer par la lecture de la section 1, plus facile, qui peut
servir de motivation et de guide pour les résultats obtenus dans la section 0.
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rapidement la démonstration d’'un résultat énoncé dans TDTE IV concernant ’ex-
tension des sous-schémas et appliqué ce résultat au probleme d’extension des sous-
groupes. Pour la suite du Séminaire, seul le résultat du n°2, concernant l’extension
des morphismes de groupes, sera indispensable. (?)

L’idée de ramener les problemes d’extensions infinitésimales aux calculs habituels
de cohomologie dans les extensions de groupes a été suggérée par J. Giraud lors de
Pexposé oral (dont les calculs étaient nettement plus compliqués et moins transpa-
rents). Malheureusement, il semble que cette méthode ne s’applique bien qu’aux deux
premiers problemes étudiés, et nous n’avons pu échapper a des calculs assez pénibles
dans le cas des extensions de sous-groupes.

Pour simplifier le langage, nous appellerons Y-foncteur, resp. Y-schéma, etc., un
foncteur, resp. schéma, etc., muni d’un morphisme dans le foncteur Y, étendant ainsi
les définitions de I'exposé I (qui ne concernaient que le cas d’un Y représentable).

0. Rappels de SGA 1 III et remarques diverses

Enoncons d’abord une définition générale.

Définition 0.1. — Soient ¥ une catégorie, X un objet de %?, G un (g—groupe opérant
sur X. On dit que X est formellement principal homogéne ) sous G si les conditions
équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour chaque objet S de €, 'ensemble X(S) est vide ou principal homogene sous

G(S);

(ii) le morphisme de foncteurs G x X — X x X défini ensemblistement par (g, z) —
(g, x) est un isomorphisme.

Ceci fait, nous allons mettre les résultats de SGA 1 III §5 () sous la forme qui
nous sera la plus utile. Nous emploierons les notations générales suivantes dans tout
ce numéro. On a un schéma S et sur S deux idéaux quasi-cohérents 7 et J tels que

ID>J et 1T-J=0.

On aura donc en particulier 72 = 0. On notera Sy (resp. S 7) le sous-schéma fermé de S
défini par 'idéal Z (resp. J). Pour tout S-foncteur X, on désignera systématiquement
par Xp et X7 les foncteurs obtenus par changement de base de S a Sg et S7. Mémes
notations pour un morphisme.

(DIN.D.E. : Toutefois, 3.10 est utilisé dans XXIV, 1.13. D’autre part, 4.37 est utilisé dans la preuve
de IX, 3.2 bis et 3.6 bis, mais ceux-ci se déduisent aussi de résultats de 'Exp. X, n’utilisant pas 4.37.
(3IN.D.E. : On dit aussi « pseudo-torseur », cf. EGA IVy4, 16.5.15. D’autre part, la notion plus générale
d’objet formellement homogéne (pas nécessairement principal homogene), est définie dans 'Exp. IV,
6.7.1.

(ON.D.E. : voir aussi EGA IV, 16.5.14-18.
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Définition 0.1.1. — ) Soit X un S-foncteur. Définissons un foncteur X+ au-dessus de
S par la formule :
Homg(Y,X") = Homg, (Y 7,X7) = Homg(Y 7, X)

pour un S-schéma variable Y. Dans les notations de Exp. II, 1, on a

Xt~ J] X
Ss/S

Le morphisme identique de X 7 définit par construction un S-morphisme : 86
px : X — X7

(6) Explicitement, pour tout S-schéma Y, I'application

px(Y): Homg(Y,X) — Homg(Y,X") = Homg(Y 7, X)

est l’application induite par le morphisme Y7 — Y.

Remarque 0.1.2. — Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes,
X7 est un Sz-foncteur en groupes; alors la formule de définition de Xt le munit
d’une structure de S-foncteur en groupes, et la description de px ci-dessus montre que
px : X — X7 est un morphisme de S-foncteurs en groupes.

Remarque 0.1.3. — D’autre part, pour tout S-foncteur en groupes Y, on a :
Homg g (Y, X") = Homg , g (Y7,X7).

En effet, soit f € Homg(Y,X™"), correspondant & f7 € Homs, (Y7,X7); la condition
pour que f € Homg,, (Y,XT) est que, pour tout T — S et y,y' € Y(T), on ait
fy-y') = f(y) f(y), et ceci équivaut a

f7(yg) - fa7) = f7((y - y)7);
comme (y-y')7 =y7 -y'; (puisque Y(T) — Y(T7) = Y7(T7) est un morphisme de
groupes), ceci est la condition pour que f7 soit un morphisme de groupes. Appliquant

ceci a Y = X, on retrouve que px, qui correspond a idx_,, est un morphisme de S-
foncteurs en groupes.

Revenons maintenant au cas général, mais supposons que X soit un S-schéma. Un S-
morphisme d’un S-schéma variable Y dans Xt étant par définition un S 7-morphisme
g7 de Y7 dans X 7, on va définir un X*-foncteur en groupes abéliens Lx comme suit.

Scholie 0.1.4. — () Si 7 :Y — S est un morphisme de schémas et .# un Os-module,
on note .# ®g, Oy l'image inverse 7*(.#). Si J est un idéal de Os, on note J Oy
I'idéal de Oy, image du morphisme

m(J) =T ®es Oy — Oy .

GIN.D.E.:On a ajouté la numérotation 0.1.1, ..., 0.1.13 pour mettre en évidence les définitions et
résultats qui s’y trouvent.

(6)N.D.E. : On a ajouté la phrase suivante, et détaillé les deux remarques qui suivent.

(DN.D.E. : On a ajouté ce scholie.



104 EXPOSE III. EXTENSIONS INFINITESIMALES

Notons que, pour tout morphisme de S-schémas f : Z — Y, on a un épimorphisme
de Oz-modules :

(0.1.4) [ (Joy) — J0z,
comme il résulte du diagramme commutatif ci-dessous :
J ®es Oy @6y, O ———J Rep, Oy

l l

f(JOy) =(T0y)®e, Oz J Oy,

Définition 0.1.5. — (®) Soit X un S-schéma. Pour tout X*-schéma Y, donné par un
morphisme g7 : Y7 — X 7, on pose :

Homy+ (Y, Lx) = Homey, (95(Qx,/s,): T O);

ou Q%(O /So désigne le module des différentielles relatives de Xg par rapport a Sy
(cf. SGA 1, I.1 ou EGA 1Vy, 16.3), et ou on regarde J Oy comme un Oy,-module
grace au fait qu’il est annulé par 7.

Alors, Lx est un X*-foncteur en groupes abéliens. () En effet, pour tout X+t-
morphisme f : Z — Y, le foncteur f§ et le morphisme f§(JOy) — J Oz de (0.1.4)
induisent un morphisme naturel de groupes abéliens Lx (f) :

Homey, (95(2x,/s,), T Ov) — Home, (f595(2x,/s,): f5 (T O%))
- Hom(jzo (fggg (Q)l(o/so)v jﬁz)

Enfin, remarquons que Lx(f) se décrit de maniére locale simplement comme suit.
Notons d’abord que Y et Y7 ont méme espace topologique sous-jacent, et il en est
de méme de V et V7, si V est un ouvert de Y. Soient alors U = Spec(A) un ouvert
affine de X au-dessus d’un ouvert affine Spec(A) de S, V = Spec(B) un ouvert affine
de Y tel que g7 (V) C U, et W = Spec(C) un ouvert affine de f~1(V). Soient J et
I les idéaux de A correspondant & J et Z. Alors f (resp. g7) induit un morphisme
de A-algebres 6 : B — C (resp. ¢ : A — B/JB), et on a évidemment §(JB) C JC.
D’autre part, m € Homg, (g(’;(Qi/S, J Oy) induit un élément D de

Homg,, (95(Q/s), J Ov) = Homp 1(Q4 4 ®a B/IB,JB) = Déra(A, JB),
et 'image de Lx(f)(m) dans
Homgy, (f595(Q/s), T Oz) = Home 1c(4 4 ®a C/IC, JC) = Dér (A, JC)

n’est autre que 6 o D.

(8)N.D.E. : L’introduction du foncteur Lx conduit & une extension « fonctorielle en Y » (et en X) de
SGA 1, III, Prop. 5.1; voir plus bas 0.1.8 et 0.1.9, ainsi que 0.1.10 et 0.2. De plus, lorsque X est un
S-foncteur en groupes, Lx donne naissance, sous certaines hypothéses, & un S-foncteur en groupes
LS( et a une suite exacte 1 — Lg( — X — Xt (cf. 0.4, 0.9 et 0.11), qui jouent un réle essentiel dans
cet exposé (cf. Théorémes 2.1, 3.5 et 4.21).

(9N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
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Remarque 0.1.6. — (19 Soit f : X — W un S-morphisme. Il induit un S-morphisme
ft: XT — WT défini comme suit : si g est un élément de Homg(Y,X™T), cor-
respondant & un S-morphisme g7 : Y; — X, alors fT(g) est 'élément f o g de
Homg (Y, W™). 1l est clair que le diagramme suivant est commutatif :

Rappels 0.1.7. — (1Y) Dans ce paragraphe, étant donné un S-schéma X, on « rappelle »
certaines propriétés fonctorielles du module des différentielles Q%{ /s et du premier

voisinage infinitésimal de la diagonale, Ag(l/)s, propriétés qui découlent facilement de
EGA 1V4, §§16.1-16.4, mais qui n’y figurent pas explicitement.

a) Commengons par rappeler les faits suivants (cf. EGA II, §§1.2-1.5). Soient g :
Y — X un morphisme de schémas, 7 : X’ — X un X-schéma affine, B la Ox-algebre
quasi-cohérente 7, (Ox/); alors le Y-schéma Y xx X' est affine et correspond & la
Oy-algebre quasi-cohérente g*(4), et 'on a un diagramme commutatif de bijections :

Homx (Y, X') ————— Homy (Y, Y xx X')

| |

Hom@’x—alg.(gv 9+(0y)) — Homg, alg. (9%(#), Oy).

De plus, ces bijections sont fonctorielles en le couple (X,X’), c.-a-d., si W est un
W-schéma affine, correspondant & la Oy-algebre quasi-cohérente <7, si 'on a un
diagramme commutatif de morphismes de schémas :

Xl # W/

;7
9
7 f

y—2ex—tsw

et si 'on note ¢ : & — fo(B) et ¢ : f*(F) — B (resp. 0 : B — g.(Oy) et
0% : g*(B) — Oy) les morphismes d’algebres associés & f’ (resp. & un X-morphisme
variable ¢’ : Y — X’), alors on a le diagramme commutatif suivant (o Y est vu

(1ON.D.E. : On a détaillé cette remarque.
(I)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe (voir aussi [DG70], §1.4, n° 1-2).

87
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comme W-schéma via f og) :

g’»—>f'og/

Homx (Y, X') ———— Homw (Y, W’)

i Homﬁw—alg. (JZ{, f*g*(ﬁY))
O f.(0)od )
000t M
Homﬁ’x-alg- ('@a g*(ﬁy)) Homﬁ’x-alg- (f (JZ{)? Gx (ﬁY»
l !
0% —0%og* (¢%)
Homg, -aig. (97 (%), Ov) Homg, aig. (9% f* (), OY).

b) Soit maintenant X un S-schéma. Soient Qf, /s le module des différentielles de X

sur S, et Ag/)s le premier voisinage infinitésimal de 'immersion diagonale dx : X —
X xg X; c’est un sous-schéma de X xg X, dont la diagonale Ax /g est un sous-schéma
fermé. On note pr (i = 1,2) les deux projections X xg X, et mx la restriction de pri
a AL

D’une part, tout morphisme f : X — W de S-schémas induit un S-morphisme

A F A — AL

fL lA“)f Lfo
5 Priy

W0 AL S Woxg W WL

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

D’autre part, Ag/)s est, via la projection mx, un X-schéma affine, spectre de la
Ox-algeébre quasi-cohérente augmentée
Pyis = Ox ®Qxs,
ou Q%( /s est un idéal de carré nul; 'augmentation est le morphisme de Ox-algebres
ex 32)1( s Ox qui s’annule sur Q%{ /s et qui correspond a l'immersion fermée
x : X — AY)

X/S*
de Ox-algebres augmentées

f*(glez\//s) =0x & f*(Q\lN/S> — f@>1</s =0x ® Q%(/S

c.-a-d., de fagon équivalente, un morphisme de Ox-modules

Alors, tout morphisme de S-schémas f : X — W induit un morphisme

fX/W/S : f*(Q%zv/s) - Q%(/S,
cf. EGA 1V, (16.4.3.6) (et (16.4.18.2) pour la notation fx w/s)-
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Comme 7y : Ag(l/)s — X est affine alors, d’apres a), AW f est entierement déterminé
par fx,w/s et, pour tout X-schéma g : Y — X, I'ensemble

Homyx (Y, AY)g) ~ Homg-aig (Oy & g* (2% ), O)

s’identifie & un sous-ensemble de Homg,, (g% (5 /s): Oy), & savoir le sous-ensemble

Homgy (9*(Q%</s)7 Oy)

formé des Oy-morphimes 1 : g*(Q%(/S) — Oy tels que Im(v) soit un idéal de Oy de

carré nul. (12)
Par conséquent, appliquant a) au diagramme :

@ AV W
AX/s ~ Bw/s

g 7
7
s f

y—2 +x W

et tenant compte du fait que AW f est la restriction & A;l/)s de f x f, on obtient le

diagramme commutatif suivant, fonctoriel en le X-schéma Y EE

Homy (Y, X xg X) — 2 I00To0) (v, AYs)
o LN A(l)f ° ’
(0.1.7 (%)) Homy (Y, AQ)) — &0 Homu (Y, A o)

1#”—Vl/f'og*(fx/w/s)
_—

HOHI%Y (g*(Q%(/S)a ﬁY) Hom%\[ (g*f*(QXl}V/S)a ﬁY)

Remarque 0.1.7.1. — Terminons ce paragraphe avec la remarque suivante, qui sera
utile plus loin (cf. 0.1.10). Si on note LE le X-foncteur qui a tout X-schéma g : Y — X
associe Hom%Y (g* (9 /5): OY), et L? : LY — LY, le morphisme de foncteurs défini
plus haut (qui & tout v € LEY(Y) associe 1 o g*(fx,wys)), ce qui précede montre que
I'on a un diagramme commutatif de foncteurs :

~

X xx LY AL X xs X

fo?i iAmf lef

(12)N.D.E. : Dans la démonstration de SGA 1, III 5.1, il faut corriger en conséquence la phrase « Or
les homomorphismes d’algebres & — Oy correspondent ... » (la suite de loc. cit. étant inchangée).



108 EXPOSE III. EXTENSIONS INFINITESIMALES

Théoréme 0.1.8. — (SGA 1,111 5.1) (3) Soient Y, X deux S-schémas, J un idéal quasi-
cohérent de Oy de carré nul, Yy le sous-schéma fermé de'Y défini pary, et g3 : Yy —
X un S-morphisme.

a) L’ensemble P(gy) des S-morphismes g : Y — X qui prolongent gy est soit vide,
soit principal homogéne sous le groupe abélien

Homﬁya (g§ (Q%(/S)a 5)

b) Sii: Yo — Yy est limmersion fermée définie par un idéal quasi-cohérentJ D J
tel que 33 =0, et si go = gz ot, le groupe abélien précédent est isomorphe a

Homg,, (95(Q%/s),J)-

Démonstration. (b) se déduit aussitot de (a). En effet, J, étant annulé par J, peut
étre considéré comme un Oy,-module, d’ou, par adjonction :

Home, (95(Qx/s),3) = Home,, (i*95(Qx/s), 3)-

Pour démontrer (a), on peut supposer P(g3) # @, i.e. qu’il existe un S-morphisme
g : Y — X prolongeant gz. Notons j 'immersion Yz < Y. Alors, P(g5) est 'ensemble
des S-morphismes ¢’ : Y — X tels que ¢’ 0 j = g5. La donnée d’un tel ¢’ équivaut a la
donnée d’'un S-morphisme
h:Y — XxgX
tel que pr;oh = g et hy = dogy, ou hy = hoj et § est 'immersion diagonale
X o X xg X :

hi=6og;
XxgX<=——"—Yj

AN 4
pry ' j
~

X<~—2 2.

Comme hj se factorise par J et que Y est dans le premier voisinage infinitésimal
de Iimmersion j : Yy — Y (puisque J% = 0), alors, par fonctorialité (cf. EGA TV,
16.2.2 (i)), les h cherchés se factorisent, de fagon unique, par Ag(l/)s (cf. 0.1.7). Posons

Y =AY

GexxY et Yi=Y xyY;=A{)

X/S Xx Y3.
Alors les h cherchés sont en bijection avec les sections u de Y/ — Y qui prolongent
la section ug = (§ 0 g3,id) de Y5 — Y. D’autre part, Y’ (resp. Y%) est un schéma

affine sur Y (resp. Yj), correspondant & 'algébre quasi-cohérente
o = Oy @9*“&/3)7 resp. Ay = R, Oy, = Oy, @gS(Q%i/S).
Notons e : & — Oy 'augmentation canonique de &7 (i.e. le morphisme de &y-algebres

&/ — Oy qui s’annule sur g*(Q)qu)), et définissons de méme €3 : @ — Oy, . Alors,

F(Y//Y) ~ Homﬁy_alg, (JZ?, ﬁy) s F(Y%/Yﬁ) ~ HOIIlﬁYJ _alg,(,;zf37 ﬁya)

(13)N.D.E. : On a repris ici 'énoncé et la démonstration de SGA 1, III 5.1, dont on a besoin pour
démontrer la proposition 0.2 plus loin (voir déja le corollaire 0.1.9 qui suit). D’autre part, J (resp. J)
est une autre calligraphie de la lettre J (resp. I); revenant aux notations antérieures (J C Z idéaux
de Os tels que ZJ = 0), on appliquera ceci & J = J Oy (resp. I =Z0y).
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et, via ces isomorphismes, la section u = (dog, id) (resp. ug) correspond & € (resp. e3).
Par conséquent, P(g;) est en bijection avec I’ensemble des morphismes d’algebres
o/ — Oy qui se réduisent selon €3, et via cette bijection, g correspond a €.

Posons .# = 9*(Q%</S)' Alors Home, -a1g. (97, Oy) s’identifie & 'ensemble des Oy-
morphismes ¢ : 4 — Oy tels que Im(1)) soit un idéal de carré nul, et 'on s’intéresse
a ceux qui induisent le morphisme nul .# — Oy, = Oy /3, i.e. qui appliquent .#
dans J. Réciproquement, comme J2 = 0, tout Oy-morphisme ¢ : .# — J provient
d’un (unique) morphisme d’algebres &/ — Oy, se réduisant selon 3. Enfin, on a
Homg, (g*(Q%qS),fj) = Homg, (g§(Q%</S),3) puisque J2 = 0 (cf. la démonstration
de (b) déja vue). On obtient donc une bijection

P(g3) =~ Home,_ (95(Qx/s),J)
par laquelle g correspond au morphisme nul.

Pour tout m € Homg, (gg(Q%qS),‘“j), notons m - g 'élément de P(g5) associé a g
et m par la bijection précédente. On a déja vu que 0- g = g; il reste a voir que

(0.1.8 (%)) m' - (m-g)=(m+m)-g.

Ceci se vérifie localement. (14 En effet, les deux morphismes Y — X précédents
induisent la méme application continue que g entre les espaces topologiques sous-
jacents; il suffit donc de vérifier que pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X
au-dessus d'un ouvert affine Spec(A) de S, et tout ouvert affine V = Spec(B) de
g1 (U), ils induisent le méme morphisme de A-algébres A — B.

Soit J = T'(V,J) et soient ¢, et n les morphismes A — B induits par g, m - g et
m’ - (m - g) respectivement ; ils coincident modulo J. On peut écrire de fagon unique
Y =¢+D (resp. n = ¢ + D’), ot D (resp. D’) est un élément de

Dérg(A,J) = {d € Homy (A, J) | 6(ab) = ¢(a)d(b) + ¢(b)d(a)}
(resp. Déry, (A, J)). Mais Déry (A, J) = Déry (A, J) puisque J? = 0, et tous deux s’iden-
tifient &
Homp 5 (/5 ®a B/J,J),

et via cette identification D correspond & m et D’ & m/. Alors, n = ¢ + D + D’ et
D + D’ correspond & m + m/, d’ot Iégalité (x).

Corollaire 0.1.9. — %) Soit X un S-schéma ; reprenons les notations de 0.1.5. Alors X
est muni d’une opération (o gauche) du X -groupe abélien Lx, qui fait de X un objet
formellement principal homogene sous Lx au-dessus de XT, i.e. on a un isomorphisme
de XT-foncteurs :

Ly x X 5 X x X
X+ X+

(défini ensemblistement par (m,z) — (z,m - x)).

(14)N.D.E. : Ce qui précede est repris presque mot-a-mot de SGA 1, I1I 5.1; on a détaillé ce qui suit.
(I15N.D.E. : On a ajouté ce corollaire de SGA 1, III 5.1, qui démontre le point (i) de la proposition
0.2 plus loin.
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Démonstration. Soit ig I'immersion Xy, — X. Notons d’abord que, comme Xy =
X xs S0, on a (R 5) = kg, (cf. EGA IV, 16.4.5).

Soit Y un X*-schéma, donné par un S-morphisme g7 : Y7 — X, et soit gg : Yo —
Xg le morphisme obtenu par changement de base. D’apres 0.1.8, si Homy+ (Y, X) est
non vide, c¢’est un ensemble principal homogene sous le groupe

Homoy, (9576(Qx /), 7 Oy )

lequel s’identifie a Home, (95 (Q%(O/SO), F Oy) =Lx(Y). On a donc une bijection

Lx (Y) x Homx+ (Y, X) —— Homy+ (Y, X xx+ X)

donnée par (m,g) — (g, m - g). Montrons que ceci est « fonctoriel en Y ».
Soit f:7Z — Y un morphisme de S-schémas. Il s’agit de montrer que le diagramme
ci-dessous est commutatif :

Lx(Y) x Homx+ (Y, X) —— Homx+ (Y, X xx+ X)

Lx(f)xfl ifo

Lx(Z) x Homyx+ (Z, X) —— Homx+ (Z, X xx+ X).

Si Homx+(Y,X) = &, il n’y a rien a montrer. Il suffit donc de voir que, pour tout
S-morphisme g : Y — X prolongeant g7 et tout m € Lx(Y), on a :

(0.1.9()) (m-g)o f=Lx(f)(m)-(gof)

Ces deux S-morphismes Z — X coincident sur Z; avec g7 o f7; en particulier, ils
induisent la méme application continue que g o f entre les espaces topologiques sous-
jacents. Par conséquent, il suffit de voir que, si z € Z, y = f(z), x = g(y), et si A, B, C
désignent respectivement les anneaux locaux 0% ., Oy y, Oz ., alors les morphismes
A — C induits par (m - g) o f et Lx(f)(m) - (g o f) coincident. Notons s I'image
de z dans S, A = Og s, J et I les idéaux de A correspondants & J et Z, et soient
¢, : A — Bet §:B — C les morphismes de A-algebres induits par g, m - g et f.
Alors, m induit un élément D de

Homg 15(24 4 ®a B/IB,JB) = Déra(A, JB)

et 'onay=¢+D;donc (m-g)o f correspond a o) =0o¢p+6oD. Or, on avu
en 0.1.5 que 6§ o D est I'image de Lx(f)(m) dans

Homg 1c(24 /4 ®a C/IC, JC) = Déry (A, JO);

par conséquent, 6 o ¢ + 6 o D est 'image de Lx(f)(m) - (g o f). Ceci prouve 1'égalité

(0.1.9 (x)).

Corollaire 0.1.10. — (16 a) Lx dépend fonctoriellement de X : pour tout S-morphisme
f: X = W, il existe un S-morphisme Ly : Lx — Lw qui est un morphisme de groupes

(16)N.D.E. : On a détaillé la « fonctorialité en X » de Lx, en particulier le point b) ci-dessous.
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abéliens « au-dessus de f+ », c.-a-d., le diagramme

Ly
Ly ————— Lw

b
X+ > W+
est commutatif et, pour tout Y — X,
L;(Y): Homx+(Y,Lx) — Homw+(Y,Lw)

(ou Y est au-dessus de W wvia f) est un morphisme de groupes abéliens.

b) De plus, le diagramme suivant est commutatif :

Lx xx+ X ———— X xx+ X
fofi ifo
Lw xw+ W = W xw+ W

Démonstration. a) Ly est induit par le morphisme de Ox,-modules fx, w,/s, :
fo Ry s,) = Dxyys, (. 0.1.7 b)) : pour tout X*-schéma Y, donné par un S-
morphisme g7 : Y7 — X, on a un diagramme commutatif, fonctoriel en Y :

Lf(Y)

Homey (9592, /s,): T O%) Homey (95f3 (y, /s,): T O%)

l i

{97} {f7097}

ot L;(Y) est 'application ¥ +— 1) o g5(fx,/wo/s), qui est bien un morphisme de
17)

groupes abéliens. (

Démontrons (b). Soit Y un X*-schéma; si Homy+(Y,X) = & il n’y a rien a
montrer. Soit donc g € Homx+(Y,X); il faut voir que pour tout m € Lx(Y), on
a:

(0.110(+)) fo(m-g)=Lp(Y)m)-(fog).
Or, g étant fixé, Homx (Y, X Xx+ X) est un sous-ensemble de Homx (Y, Agil/)s) et
LX(Y) = Homﬁyo (gg(Q%(o/So)’ jﬁY) = Homﬁy (g*(Q%(/S)? jﬁY)

un sous-ensemble de LY (Y) (cf. 0.1.7), enfin L;(Y) est la restriction & Lx(Y) de 'ap-
plication L?(Y). De plus, la bijection

Lx(Y) = Homx (Y, X xx+ X), m— (g,m-g)
est (I'inverse de) la restriction & Lx(Y) € LY(Y) de la bijection Homx (Y, Ag/)s) =
{g} x LY(Y) considérée dans 0.1.7.1. Par conséquent, 1’égalité (0.1.10 (x)) résulte de

(IT)N.D.E. : On notera que L; ne dépend que de fo : Xo — Wo.
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(0.1.7 (%)) ; en effet, si 'on note ¢’ le X-morphisme Y — Ag/)s défini par (g, m - g),

alors I’élément de Lw (Y) correspondant & (f o g, f o ¢’) est L?(Y)(m) = Ls(Y)(m),
c.-a-d., on a bien

Ly(m)-(fog)=fo(m-g).
Lemme 0.1.11. — Soient X, X’ deuz S-schémas. On a un diagramme commutatif :

LX XSLX’ = LXXSX’

]

Xt xg Xt —> (X xg X/)F

(18) Démonstration. D’abord, pour tout S-schéma Y, Homg (Y, X" xg X'*) égale
Homg (Y, X ™) x Homg(Y,X'") et celui-ci est isomorphe &
Homs (Y 7,X) x Homg(Y 7,X’) = Homg(Y, (X xg X"));

ceci prouve que X+ xg X't ~ (X xg X/)*.

Ensuite, soit Y un schéma au-dessus de X' xg X’" via un morphisme i : Y7 —
X xgX’; posons f = poh et g = goh, ou ’on a noté p, q les projections de X xg X’ vers
X et X’. Puisque Q%Xoxsoxg)/so = pa‘(Q%io/So) @ qé(Q%O/SO) (cf. EGA 1Vy, 16.4.23),
on obtient un isomorphisme naturel :

Home, (fo (Q%(O/SO), J Oy) x Homgy, (g9 (Q%%/SO), J Oy)
= Homﬁ’yo (h(*)(Q(lxoxsoxg)/so)» J Oy)
c-a-d., Lx(Y) x Lx/(Y) =~ Lxxox/ (Y).
Remarque 0.1.12. — (19 Soient € une catégorie stable par produits fibrés, S un objet

de ¢, T1, T2 deux objets au-dessus de S et, pour i = 1,2, L; et X; deux objets
au-dessus de T :

L X4 Lo X2
N K N ¥
T1 T2

S

S

Alors, on a un isomorphisme naturel :
(Ll X7, Xl) Xs (LQ Xy, XQ) >~ (Ll Xs L2) X Ty xsTs (Xl Xs XQ)
Par conséquent, on déduit du lemme précédent le :

(I18)N.D.E. : On a détaillé la démonstration.
(19N.D.E. : On a ajouté cette remarque, ainsi que le corollaire qui suit.
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Corollaire 0.1.13. — Soient X1,Xs deur S-schémas. On a un diagramme commutatif
d’isomorphismes :

LX1><sX2 X (X1 xgXz)t (Xl X3 XZ)

(0.1.11)J{: \

(LXl Xs LXQ) X(XTXSX;') (Xl Xs XQ) m (LXl XXT Xl) Xs (LX2 XX;’ XQ)
Nous pouvons maintenant énoncer :

88

Proposition 0.2. — Pour tout S-schéma X, on peut définir une opération (a gauche)
du XT-groupe abélien Lx sur le X*-objet X, telle que :
(i) cette opération fasse de X un objet formellement principal homogéne sous Lix
au-dessus de X1, i.e. le morphisme
Ly x X— X x X
X+ X+
est un isomorphisme de Xt -foncteurs ;

(ii) cette opération soit fonctorielle en le S-schéma X, c.-a-d., pour tout S-
morphisme f: X — W, le diagramme suivant est commutatif :

Ly xx: X ———=X

N

Lw xw+ W W

)
(iii) cette opération « commute au produit fibré », i.e. pour tous S-schémas X; et
Xs, le diagramme suivant est commutatif :

Lix, xsXs X (X, xsX2)+ (X1 X5 X2) X1 x5 Xo

:i \T

~

(LX1 XS L’Xz) X (X1 xsXg)t (Xl X3 X2) - (LXI XXT Xl) XS (sz XX; X2)'

Démonstration. 2% (i) et (ii) découlent respectivement des corollaires 0.1.9 et 89
0.1.10. Pour prouver (iii), notons P(X) = Lx xx+ X, pour tout S-schéma X. Alors,
d’apres (ii) appliqué aux projections p; : X3 xXg Xo — X;, on obtient des carrés com-
mutatifs

P(X1 XS Xg) _— X1 Xs X2

Ly, Xpil lpi

PXi) —————X;

(20N.D.E. : On a modifié et détaillé Poriginal, en tenant compte des ajouts faits précédemment ;
ceux-ci incorporent, en le détaillant, le contenu de la page 89 de l'original.
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pour i = 1,2, et donc un carré commutatif :

P(Xl Xs X2> I X1 Xsg X2

|

P(Xl) Xs P(Xg) 4>X1 Xg Xg.

Combinant ceci avec le corollaire 0.1.13, on obtient que la fleche verticale est un
isomorphisme, et que l'on a le diagramme commutatif annoncé dans (iii).

Remarque 0.3. — Supposons le XT-schéma Y plat sur S (cf. SGA 1, IV). On peut
écrire alors
Homx+ (Y, Lx) = HOrﬂﬁYO (QS(Q%(O/SO)’ J ®ﬁso ﬁyo).

Remarque 0.4. — Notons my : Xg — Sp le morphisme structural et supposons qu’il
existe un Og,-module w)l(o/so tel que Q%(O/SO ~ 7} <w>1(0/so) (le cas se présentera en
particulier lorsque Xy sera un Sg-groupe, cf. I, 4.11). Si on définit un foncteur L
au-dessus de S par la formule

(0.4.1) Homs (Y, Ly) = Homey, (wy, /s, @05, Ovor T O%),
on a alors Homy+ (Y, Lx) = Homg(Y,L%) pour tout X*-schéma Y, c’est-a-dire
Lx = L X X*.

(21 Alors, puisque Lx xx+ X = L xsX, Popération de Lx sur X induit une opération
de LY sur X, et cette opération respecte le morphisme px : X — X*; en effet, si Y
est un S-schéma, h : Y — X un S-morphisme et m un élément de L4 (Y), alors h et
m - h ont méme restriction & Y 7, i.e. px(m - h) = px(h).

Remarque 0.5. — Conservons les hypotheses et notations de 0.4 et supposons de plus
que Y soit un S-schéma plat sur S. On a alors

Homy+ (Y, Lx) = Homg(Y, L) = Homs, (Yo, Lox),
ou le Sp-foncteur en groupes abéliens Lox est défini par l'identité (par rapport au
So-schéma variable T) suivante :
(0.5.1) Homg, (T, Lox) = Hom@T(wio/So R, Or, J ®es, Or).

Dans les notations de II, 1, on a donc montré que les foncteurs Ly et [[g /s Lox
ont méme restriction a la sous-catégorie pleine de (Sch),g dont les objets sont les
S-schémas Y plats sur S.

Remarque 0.6. — Conservons les hypotheses et notations de 0.5 (32) et supposons de
plus qu’il existe une section g de my : X9 — Sp, on a alors w>1(0/so ~ 53(9%(0/80).
D’abord, on a (indépendamment de I’hypothese précédente) :

Homs, (T, Lox) = D(T, #om e, (wx, /s, @65, O, T Qes, Or))-

(2ZN.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(22ND.E.:Ona ajouté 'hypothese qui suit, implicite dans I’original.
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Supposons maintenant que ‘U>1<0 /So admette une présentation finie (cf. EGA 0y,
5.2.5), ce qui sera en particulier le cas si Xg est localement de présentation finie
sur Sg (cf. EGA IVy, 16.4.22). Alors, si T est plat sur Sy, il résulte de EGA 0r, 6.7.6
que

Hom g, (w)l(o/so Qos, Or, j®ﬁso Or) = %Omﬁso (w)l(o/sovj) X os, Or,
d’ou
Homg, (T, Lox) = I(T, #om gy, (wx, /s, J) @, O)-
Introduisant la notation W( ) de I, 4.6.1, on a donc prouvé que pour tout Sp-schéma
T plat sur Sg, on a
Homso (Ta LOX) = HomSo (T’ W(%Omﬁso (w)l(o/s(,a \7)))

En résumé, si wio/so admet une présentation finie, et si on se restreint a la catégorie 92
des S-schémas plats sur S, on a

(0.6.1) X = H W(%Omé’so (w)l(o/soaj))7
So/S

et Homey, (%1(0/80’ J)) est un Os,-module quasi-cohérent, par EGA T, 9.1.1.

Remarquons enfin que si w>1<0 /s, ©st en outre localement libre (de rang fini), par

exemple si Xg est lisse sur Sy (auquel cas il est automatiquement localement de
présentation finie sur Sp), on a

(0.6.2) Homeps, (w%o/so, J) ~ Zie(Xo/So) ®eog, I,

ol on note par abus de langage (X n’étant pas nécessairement un Sy-groupe)
Zie(Xo/So) le dual du Os,-module wio/so, (23)

La proposition 0.2 (et sa démonstration) a deux corollaires importants. (24)

Corollaire 0.7. — Soit X un S-schéma.
a) Tout S-endomorphisme de X induisant lidentité sur X 7 est un automorphisme.

b) On a une suite exacte de groupes :
0 — Homgy (U, 5, J Ox) —— Auts(X) — Auts,, (X).

¢) De plus, si on fait opérer Autg(X) sur le premier groupe par transport de struc-
ture, on a, pour tous u € Auts(X) et m € Homey (Q%%/So’ JOX) :

i(um) = wi(m)u~".

(23)N.D.E. : Ceci est justifié par II, 3.3 et 4.11. En effet, le foncteur Li(OO/S(ﬂ « espace tangent a

Xo sur Sp au point €g », est représenté par la fibration vectorielle V(ef (Q%(O/SO)) = V(W)I(O/SO) sur
So, dont le faisceau des sections est le module dual Homgg (w)l(o/so, Os,) ; celui-ci est Zie(Xo/So)
lorsque X est un Sp-groupe et g la section unité.

(29N.D.E. : On a ajouté & 0.7 le corollaire 0.7.bis, qui était utilisé implicitement dans la démons-
tration de 0.8. Signalons ici que les numéros 0.8 a 0.12, ainsi que 0.17, qui jouent un réle technique
important dans la suite de cet exposé, sont des conséquences de 0.7 et 0.7.bis .
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Démonstration. D’apres 0.2 (i), Homyx+ (X, X) est un ensemble principal homogeéne
sous Homy+ (X, Lx), car il est certainement non vide; il contient en effet un point
marqué : Pautomorphisme identique de X. (25 Par conséquent, 'application m —
m - idx induit une bijection

Homgy, (O, s,, T Ox) = Lx(X) = Homx+ (X, X).
Soit m € Lx(X) et soit f = m'-idx un élément de Homy+ (X, X). Appliquant 0.2 (ii)
a f, on obtient que :

fo(m-idx) =L(X)(m) - f =Ls(X)(m) - (m’-idx).
D’autre part, comme f est un Xt-endomorphisme de X, on a f; = idx, et donc
fo = idx, ; comme L; ne dépend que de fy (cf. N.D.E. (17) dans 0.1.10), on a donc
L;(X)(m) = m. Par conséquent, 1’égalité ci-dessus se récrit :

(m'-idx) o (m-idx) =m - (m'-idx) = (m+m’) - idx .

Ceci montre que la bijection m — m-idx transforme la loi de groupe de Homx+ (X, Lx)
en la loi de composition des XT-endomorphismes de X.

11 en résulte d’abord que tout élément de Homy+ (X, X) est inversible, ce qui est la
premiere assertion de 1’énoncé, puis que ’on a une suite exacte

0 — Homy+ (X, Lx) —— Autg(X) — Autg,, (X7),

ce qui est la seconde.

Remarquons maintenant que le morphisme ¢ défini ci-dessus est fonctoriel en X
pour les isomorphismes, car il est défini en termes structuraux a partir de I'opération
de Lx sur X au-dessus de X, elle-méme fonctorielle en X d’apres l'assertion (ii) de
la proposition 0.2. (29) Donc tout automorphisme v de X au-dessus de S induit par
transport de structure des isomorphismes

h : Homy+ (X, Lx) — Homx+ (X, Lx)
et f: Autg(X) == Auts(X) tels que le diagramme suivant soit commutatif :
Homy-+ (X, Lx) — Auts(X)
| |
Homy+ (X, Lx) — Autg(X)
i.e. tels que f oi =10 h. D’autre part, f est donné par le diagramme commutatif :

X—% X

J’ f(a) l

X—=X )

(25)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(26)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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c-a-d., f(a) =uoaou™!, pour tout a € Autg(X). En écrivant i(h(m)) = f(i(m)), on
trouve la formule cherchée.

Corollaire 0.7.bis. — Soit X un S-schéma tel que X7 soit un Sz-monoide. Alors Lx
est muni d’une structure de S-monoide, on a une suite exacte scindée de S-monoides :

1 —> T — > Ly —= X+ ——>1

et la loi de monoide induite sur L coincide avec sa structure de groupe abélien.
En particulier, si X7 est un Sy-groupe, alors Lx est un S-groupe et est le produit
semi-direct de XT et de L.

Démonstration. En effet, comme X 7 est un S 7-monoide, alors X+ = HSJ/S X7 est
un S-monoide (en effet, on a XT(Y) = X 7(Y 7) pour tout Y — S). Pour tout S-schéma
Y, notons Y le Y_s-schéma affine correspondant & la Oy ,-algebre quasi-cohérente
Oy, ® J Oy (i.e. lalgebre graduée associée a la filtration 0y O J0y). Alors Lx(Y)
s'identifie & X 7 (Y 7) et L% (Y) au noyau du morphisme p : X 7 (Ys) — X7(Yz) induit
par la « section nulle» Y 7 — ?g (i.e. par le morphisme de Oy -algebres ﬁq,y — Oy,

s’annulant sur 'idéal J@y). On a donc, pour tout Y — S, une suite exacte scindée
de monoides, fonctorielle en Y :

i P
1 ——L4(Y) —=Lx(Y) —= X+(Y) —1.

Il reste & voir que loi de monoide induite sur L% coincide avec sa structure de groupe
abélien. Notons p la loi de monoide de Ly et e sa section unité; il faut montrer que
pour tout m,m’ € L (Y), on a

p(m-e,m’ -e)=(m+m')-e.
Ceci peut se voir de I'une ou I'autre des fagons suivantes. D’une part, on peut reprendre
la démonstration de 1’égalité (0.1.10 (x)) en remplagant le morphisme f : X — W
qui y figure par le morphisme p : Lx xg Lx — Lx. Identifiant XT(Y) = X7(Y7) &
son image par s dans Lx (Y) = X (Y 7) on obtient que, pour tout g, ¢’ € X7(Y7) et
m,m’ € L (Y), on a

(%) p(m-g,m' - g') =L (m,m') - ulg,q'),
ol Lf;q ") désigne le morphisme dérivé de p au point (g,g’) (i-e. Y est au-dessus

de Lx xg Lx via (g,¢')). En particulier, on a pu(m -e,m’ -e) = L,(f’e)(m,m’) -e; or
L/(f’e) (m,m') = Ly (m') + L, (m), ot £. (resp. r.) désigne la translation & gauche
(resp. & droite) par e, qui est 'application identique de X7, d’ou L,(f’e)(m7 m') =
m+m'.

Ou bien, on peut procéder comme suit (cf. la démonstration de [DG70], §11.4,
Th. 3.5). D’apres le lemme 0.1.11, la formation de X et de Lx « commute au produit »
et il en donc de méme de L% ; il en résulte que le morphisme p’ : Ly x Ly — L&,
induit par u, est un homomorphisme pour la structure de groupes abéliens. On déduit
alors du lemme 3.10 de 'Exp. IT que i’ coincide avec la loi de groupe abélien.
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0.8. (27 Soit maintenant X un S-schéma tel que X7 soit un S_z-groupe. Supposons
qu’il existe un S-morphisme

P:XxX—X
S
tel que le morphisme obtenu par changement de base

PJIXJXXJHXJ
Sg

soit la loi de groupe de X 7. (Un cas particulier important de la situation précédente
sera le cas ol X est un S-groupe et ol on prend pour P sa loi de groupe). On en
déduit un morphisme

Lp: Lx >S<LX = Lxxgx — Lx

qui, en fait, ne dépend pas de P, car il se calcule a I’aide de la loi de groupe P s de
X7 comme nous allons le voir maintenant. (?®) En effet, d’apres (i) et (iii) de 0.2,
pour tout Y — S et z, 2’ € X(Y), m,m’ € L4 (Y), on a

P(m © T, m/ : :L'/) = P((mv m/) : (iE, CC/)) = Lgxm,)(m’ m/) : N(ga g/)
ol g (resp. ¢') est I'image de = (resp. z') dans X*(Y). De plus (cf. la démonstration

de 0.10), Lgﬁ’xl) égale Lff’g/) et, d’apres 0.7.bis (%), celui-ci est I’élément de L (Y)
défini par 1’égalité suivante dans Lx(Y) :

.9’ / N — / /
L&) (m,m') - u(g, g') = p(m - g,m’ - ¢),
c.-a~d., si on note x (au lieu de p) la loi de groupe de Lx et Ad «’opération adjointe »

de XT sur L% (qui se factorise par Xg et qui est induite par 'opération adjointe de
X sur w>1<0 /So)’ on obtient que

L&g’g Jm,m')x gx g =mxgxm' xg =(mxAd(g)(m')) xgxg
d’otlt finalement Lg’j’x/)(m, m') =m x Ad(g)(m’). On obtient donc la :

Proposition 0.8. — Soit P : XxgX — X un S-morphisme tel que Py munisse X7
d’une structure de Sg-groupe. Notons x la loi de groupe de L et (m,z) — m - x
le morphisme Ly xs X — X définissant laction de L sur X, et soit Ad : Xt —
Autg g (L) « Uopération adjointe » de X sur Ly (qui est induite par Uopération
adjointe de Xg sur w>1<0/So)' Alors, pour tout S — S et z, 2" € X(S'), m,m’ € L& (5'),
on a:

(0.8.1) P(m-z,m' -2') = (m x Adpx(z)(m')) - P(z,2").
Si X est un S-groupe, on notera * sa loi, e sa section unité, et ¢ le S-morphisme
défini par :
i(m)=m-e,
pour tout S’ — S et m € Li (5).

(27)N.D.E. : On a ajouté ici le numéro 0.8 pour marquer le retour & loriginal.
(28)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Corollaire 0.9. — Soit X un S-groupe. Alors X est muni naturellement d’une struc-
ture de S-groupe, et px est un morphisme de S-groupes. De plus, le S-morphisme

i:Lx — X, me—m-e
est un isomorphisme de S-groupes de Ly sur Ker(px), et l'on a, pour tous S — S,
' e X(S), me L () -
(0.9.1) m-z' = (m-e)xz’ =i(m)*az'.
Les deux premieres assertions ont déja été démontrées en 0.1.2. Comme X est
formellement principal homogene au-dessus de X* sous Lx = L xsX™, le morphisme
i est bien un isomorphisme de S-foncteurs de Ly sur le noyau de px. Le fait que 4

soit un morphisme de groupes et la formule (0.9.1) résultent de la formule (0.8.1)

appliquée respectivement & x =2’ = e, et axz =¢, m' = 1.
96
Corollaire 0.10. — Soit X un S-groupe. Awvec les notations précédentes, pour tout

S"— S et tous x € X(S') et m’ € Li(S'), on a
(0.10.1) zxi(m') 2z~ =i Adpx(z)(m')).

Cela résulte de I’égalité i(m’) * 271 = m’ - 27! et de (0.8.1) appliquée & m = 1 et

=z 1

Lorsque X est un S-groupe, nous avons donc déterminé explicitement le noyau de
X — X+ et 'opération des automorphismes intérieurs de X sur ce noyau. Nous allons
maintenant voir que ’on peut faire de méme pour certains S-foncteurs en groupes non
nécessairement représentables. Un cas nous sera utile, celui des foncteurs Aut (I 1.7).

Enongons tout de suite :

Proposition 0.11. — Soit E un S-schéma. Notons X = Autg(E). Le noyau du mor-
phisme de S-foncteurs en groupes

px : X — XT
s’identifie canoniquement au S-foncteur en groupes commutatifs Ly défini par
Homg(Y,LY) = Hom,ﬁEOXSOYO (Q]{;O/SO ®os, Ovor J Orxsy);
ot Y désigne un S-schéma variable.
En effet, si Y est un S-schéma variable, on a Homg(Y,X) = Auty(E xgY), et
Homg(Y,X*") = Homg(Y 7, X) = Auty,, (E >S< Ys) = Auty, ((E >S< Y) éYJ).

En appliquant 0.7 b) au Y-schéma ExgY, on obtient un isomorphisme de groupes : 97
Homg (Y, L) ~ Ker (Homg(Y,X) — Homg(Y,X")),

isomorphisme que 'on vérifie aisément étre fonctoriel en le S-schéma Y. On obtient
donc un isomorphisme de S-groupes

Lk~ Ker(X — XT1),

ce qui acheve la démonstration de la proposition 0.11.
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Corollaire 0.12. — (29 On conserve les notations de 0.11 : E est un S-schéma et
X = Autg(E). On a une opération naturelle f de X sur Ly définie de la maniére
suivante. Pour tout S-schéma Y, on a

Homg(Y,X) = Auty(E x5 Y)
et Homsg (Ya ng) = HomﬁonsoYo (Q}EoXSOYo/YO ) jﬁEXsY)
(N.B. Qllio/so ®s, Oy, =~ QIlEoXsOYo/Yo’ cf. EGA 1Vy, 16.4.5) ; le premier groupe opére

sur le second par transport de structure et cette opération est bien fonctorielle en Y.
On a alors la formule :

(0.12.1) zi(m)x~t =i(f(z)m),
pour tout Y — S et tous € Homg(Y,X), m € Homg(Y,LY).

En effet, ceci résulte de 0.7 ¢) appliqué au Y-schéma E xg Y.

Rappel 0.13. — L’image directe d’'un module quasi-cohérent par un morphisme de
présentation finie est quasi-cohérente. Sous les mémes conditions, la formation de
I’image directe commute au changement de base plat : dans la situation

’

T T =Txg¥
! f

g

S S ,
si on suppose f (et donc f’) de présentation finie et g (et donc g’) plat, on a pour
tout Or-module quasi-cohérent .

f*(f) Qo ﬁs’ = f;(ﬂ Qog ﬁs/)v
ol, de maniere plus esthétique
9" (f(F)) = filg"™ (7))

Ces deux faits sont plus généralement valables pour un morphisme f quasi-compact
et quasi-séparé, cf. EGA I, 9.2.1 et EGA III;, 1.4.15 dans le cas quasi-compact séparé
(compte tenu de EGA IIIy, Erry 25) et EGA IV, 1.7.4 et 1.7.21.

Remarque 0.14. — (3 Reprenons les notations de 0.11 : soient E un S-schéma, X =
Autg(E) et L le S-foncteur en groupes commutatifs défini par :

L/X(Y) = HomﬁEOXSOYO (QII'EQ/SO ®ﬁso ﬁYov JﬁEXsY)
= HOmﬁEXSY (QIlE/S ®ﬁs ﬁYy JﬁEXsY)
= P(E Xs Yw%ﬂomﬁ]«:xs\( (QIIE/S Qo Oy, jﬁEXSY))'

(29N.D.E. : On a changé « Remarque » en « Corollaire ».
(39N.D.E. : On a détaillé la premiere partie de cette remarque, et 'on a ajouté une deuxiéme partie.
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Supposons Y plat sur S, alors on a des isomorphismes :
T Orxsy <~ (TJOR) @ps Oy = (T Or) ®os, Ov,-

Supposons de plus E de présentation finie sur S; alors QE /s est un Og-module de
présentation finie (cf. EGA TV, 16.4.22) et donc, d’aprés EGA 0, 6.7.6, on a :

jfomﬁEst (QIIE/S Qo5 Oy, (jﬁE) ®os ﬁY) ~ Homey (Q%E/Sv jﬁE) ®os Oy.

Notons 7 : E — S et g : Y — S les morphismes structuraux; appliquant 0.13 au
diagramme
E
S

et au Og-module .¥ = Homg, (QE/S, JﬁE), on obtient

EXsY

)

NExsY, ¢*%) =T(Y,n.¢"*7) =T(Y,g"m.7) = W(m.7)(Y).
On a donc montré que, si E est de présentation finie sur S, on a
(0.14.1) % = W(m. Hom oy (5, T O))

sur la catégorie des S-schémas plats sur S. Notons de plus que le module dont on
prend le W est quasi-cohérent, d’apres EGA 1, 9.1.1 et 9.2.1.

(31) Notons Lg le So-foncteur

W (7o Hom g, <Q‘1Eo/So’ JOE)).
Alors, revenant & la définition de L4 (Y) et tenant compte de I'isomorphisme
jﬁEXSY >~ (jﬁE) ®ﬁSO ﬁYo’

on obtient, en raisonnant comme plus haut, que

L% (Y) = Lo(Yo) = Lo(Y x5 Sg) = ( H Lo)
So/S

Dongc, sur la catégorie des S-schémas plats sur S, on a :

= [ W(mo. Home,, (24, /5., T Or)).
So/S

Il n’est pas évident que l'action de X sur L définie en 0.12 provienne d’une action
de Xg = Autg (Eo) sur Lo ; c’est toutefois le cas lorsque, de plus, E est plat sur S.

(BUN.D.E. : On a ajouté ce qui suit.

929
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En effet, on a dans ce cas des isomorphismes canoniques :

JOg =T ®es Or = J Qo Or,-
Lo ~ W(TFO* %Omﬁlao (Qlli‘,o/sov J ®ﬁso ﬁEo))7

(0.14.2) v = [ W(mox Homey, (s, s T Do, Or,))-
So/S

Alors, pour tout Sg-schéma T, on a
LO(T) = HomﬁonSOT(Qll-onsoT/T’j®ﬁso ﬁEOXSOT)

et Homg, (T, Xg) = Autr(Eg xs, T) agit par transport de structure sur Lo(T), de
fagon fonctorielle en T, enfin pour tout S-schéma Y plat sur S, 'action par transport
de structure de Homg(Y,X) = Auty(E xgY) sur L% (Y) = Lo(Yy) se factorise par
Autyo (EO XSy YO)

Extrayons enfin de SGA 1 III les deux propositions suivantes.

Proposition 0.15. — (SGA 1 111, 6.8) G2 Pour tout Sz-schéma Y lisse sur Sy et
affine, il existe un S-schéma X lisse sur S tel que X xgS7 ~Y, et un tel X est unique
a isomorphisme (non unique) pres.

Proposition 0.16. — (SGA 1 11, 5.5) 33) Soit X un S-schéma lisse sur S. Pour tout
S-schéma Y affine, l"application canonique

px(Y): Homg(Y,X) — Homg(Y,X") = Homsg, (Y7, X7)
est surjective.

Corollaire 0.17. — Soit E un S-schéma lisse sur S et affine; notons X = Autg(E).
Pour tout S-schéma Y affine, l’application canonique

Auty (E x5 Y) = Homg(Y,X) — Homg(Y,X") = Auty, (Es xs, Y7)
est surjective.

En effet, Y xg E est affine sur Y, lui-méme affine, donc affine. Appliquant 0.16, on
en déduit que tout Sy-morphisme Y 7 xs, Ey — E se prolonge en un S-morphisme
Y Xs E — E.

(34) En d’autres termes, tout Y 7-endomorphisme de Y 7 Xs, Eg se releve en un
Y-endomorphisme de Y xg E. Alors, 0.7 a) montre que tout Y 7-automorphisme de
Y7 Xs, Eg se releve en un Y-automorphisme de Y xg E, ce qui est la propriété
annoncée.

(32)N.D.E. : Ce résultat de relévement « global » utilise le résultat de relevement « local » de loc. cit.,
4.1, qui est énoncé pour S localement noethérien ; voir EGA IV4 18.1.1 pour le cas général.
(33)N.D.E. : Ceci est une conséquence immédiate de la définition de (formellement) « lisse » adoptée
dans EGA IVy, 17.3.1 (et 17.1.1).

(34YN.D.E. : On a légerement modifié 'original, pour étre exactement sous les hypothéses de 0.7.
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1. Extensions et cohomologie

1.1. Soit € une catégorie stable par produits fibrés. (3) Soient S un objet de €, G
un S-groupe (représentable) et F un S-foncteur en groupes commutatifs sur lequel G
opere. On a défini en I, 5.1 les groupes de cohomologie H"(G, F). On rappelle que
ce sont les groupes d’homologie d’un complexe noté C*(G,F) o, notant (G/S)" =
G xg -+ xg G (n facteurs),

C"(G,F) = Homg((G/S)",F).
Comme G et donc (%) les (G/S)™ sont représentables, on a aussi
C™(G,F) = F((G/S)");

de ceci, et de la définition de l'opérateur bord, on voit que le complexe C*(G, F) ne
dépend que de la restriction de F a la sous-catégorie pleine de %5 dont les objets sont
les puissances cartésiennes de G sur S. En conséquence, on a le

Lemme 1.1.1. — Soient € une catégorie stable par produits fibrés 3%, S un objet de
%, G un S-groupe représentable. Notons € (G) la sous-catégorie pleine de €g dont
les objets sont les puissances cartésiennes de G sur S. Soient F et ¥/ deux S-foncteurs
en groupes commutatifs sur lesquels G opére. Si F et F' ont méme restriction ¢ €(G),
on a un isomorphisme canonique
H*(G,F) = H*(G,F).

1.1.2. Cohomologie et restriction des scalaires. — (36 Enoncons un autre résultat de
comparaison. Soit maintenant T — S un morphisme de %. Si F est un T-foncteur en
groupes commutatifs, alors le foncteur obtenu par « restriction des scalaires » (cf. Exp.

IT, 1)
F; = H F
T/S
est un S-foncteur en groupes commutatifs et on a un morphisme de S-foncteurs en
groupes
u: H MT-gr.(F) - MS—gr.(Fl)' (87)
T/S

Soit maintenant G un S-foncteur en groupes et soit

GT - MT—gr. (F)

(35N.D.E. : On a ajouté ’hypothése que % soit stable par produits fibrés (ce qui est le cas dans
les applications oll ¢ est la catégorie des schémas (Sch) ou celle des foncteurs (Sch)® — (Ens)). Si
on omet cette hypothese, il faut supposer dans la suite que les produits fibrés G xg --- Xg G sont
représentables.

(36)N.D.E. : On a ajouté le titre de ce paragraphe.

(BT)N.D.E. : En effet, soient S’ — S et a € Autp S/)—gh(FTXSS/)’ pour tout U — T xg S/, notons
ay € Autgr. (Frygs (U)) I'élément défini par a; alors u(S') () est I'élément 3 de Autg ., (F1)(S') =

AutS/—grA( H FTXSS’) tel que BS” = arxgs/ pour tout S — §'.
TxgS’/s’

101



102

103

124 EXPOSE III. EXTENSIONS INFINITESIMALES

une opération de Gr sur F. Par définition du foncteur [ /g, on en déduit un mor-
phisme de S-foncteurs en groupes

G— H MT—gr.(F)
T/S

d’ou, par composition avec u, une opération de G sur F; = HT/S F. (3%

Lemme 1.1.2. — Sous les conditions précédentes, on a un isomorphisme canonique

H*(G, [[ F) ~ H(Gr, F).
T/S

En effet, d’apres la définition de la cohomologie, les complexes standard sont ca-
noniquement isomorphes.

1.2. Relévement de morphismes de groupes. — (39 Suivant les principes gé-
néraux, on pose la définition suivante :

Définition 1.2.1. — Soit 1 — M = E -5 G une suite de morphismes de <g—groupes.

On dit qu’elle est exacte si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout S € Ob ¥, la suite de groupes ordinaires ci-dessous est exacte :

1 M) P gg) P qs)

(ii) pour tout objet H de ‘6?, la suite de groupes ordinaires ci-dessous est exacte :

u(H v(H
1 —— Hom(H, M) =, Hom(H, E) LY Hom(H, G)

Faisant en particulier H = G dans (ii), on voit que 'ensemble des sections de v
(ne respectant pas a priori les structures de groupes) est vide ou principal homogene
sous Hom(G, M). Supposons-le non vide ; soit donc

s:G—E

une section de v. Alors pour tout S € Ob% et tout x € G(S), 'élément s(z) de
E(S) définit un automorphisme intérieur de Eg qui normalise Mg (plus correctement
I'image de Mg par ug), donc un automorphisme de Mg.

(33)N.D.E. : Explicitement, pour tout S’ — S, Popération de G(S’) sur F1(S’) = F(T xg S') est
donnée par l'opération de G (T xg S’) = G(T xg S’) sur F(T xg S’) et le morphisme de groupes
G(S’') — G(T xg S’) correspondant & la projection T xg S’ — S’. On peut aussi dire que 'opération
de G sur F est donnée par un morphisme Gt X1 F — F; appliquant le foncteur HT/S et notant G
le S-groupe HT/S G, on obtient, compte tenu de II 1.2, un morphisme G; xg F1 — F1 qui définit
une opération de Gy sur F. L’opération de G est alors obtenue via le morphisme naturel G — Gy,
qui correspond par adjonction a idg.

(39)N.D.E. : On a ajouté ce titre.
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Scholie 1.2.1.1. — 49 Si M est commutatif, on voit « ensemblistement » que cet au-
tomorphisme ne dépend pas de la section choisie, mais seulement de x, et qu’il en
dépend multiplicativement. En résumé, a toute suite exacte

(E) 1 M—Y+>E =G
telle que M soit commutatif et que v posséde une section, est associée un morphisme
de ¥-groupes

G — Autg, (M)

que 'on appelle I'opération de G sur M définie par Uextension (E).

Définition 1.2.1.2. — On a vu en I, 2.3.7 que v possede une section qui est un mor-
phisme de ‘g—groupes si et seulement si I’extension (E) est isomorphe (« en tant qu’ex-
tension » ) au produit semi-direct de M par G relativement & l'opération précédente.
Une telle section de v sera appelée section de l’extension (E), ou simplement section
de (E).

Si s est une section de (E) et si m € I'(M) ~ Ker(I'(E) — I'(G)) (pour la définition
de T, voir I, 1.2), alors le morphisme G — E défini par (41)

z — u(m) s(z) u(m) ™!

est également une section de (E) dite déduite de s par 'automorphisme intérieur défini
par m (ou par u(m)).

Lemme 1.2.2. — Soit (E) : 1 - M % E % G une suite exzacte de ‘g-groupes telle
que M soit commutatif et que v possede une section. Faisons opérer G sur M de la
maniére définie par (E).

(i) L’extension (E) définit canoniquement une classe c(E) € H*(G,M) dont l’an-
nulation est nécessaire et suffisante a l'existence d’une section de (E).

(ii) Si c(E) = 0, l’ensemble des sections de (E) est principal homogéne sous le
groupe Z1(G,M), et l’ensemble des sections de (E) modulo l’action des automorphis-
mes intérieurs définis par les éléments de T' (M) est principal homogéne sous le groupe
HY(G,M).

(iii) 4?2 Soit s une section de (E), I’ensemble des conjugués de s par les automor-
phismes intérieurs définis par T'(M) est en bijection avec T'(M)/H°(G, M).

La démonstration se fait exactement comme dans le cas des groupes ordinaires, le
fait que 'on parte d’une section de v assurant la fonctorialité des calculs ensemblistes.
Indiquons brievement les principales étapes de la démonstration.

a) A toute section s de v on associe le morphisme
Ds:GxG— M,

(4ON.D.E. : On a ajouté la numérotation 1.2.1.1 et 1.2.1.2 pour mettre en évidence les notions qui
y sont introduites.

(41)N.D.E. : Dans le terme de droite, on a corrigé = en s(x).

(42)N.D.E. : On a ajouté ce point, pendant de 1.2.4 (iii). Notons d’autre part que l’assertion est
valable pour toute section de v, cf. la démonstration.
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défini ensemblistement par
u(Ds(z,y)) = s(zy)s(y) " 's(z) "
On montre que Ds est un 2-cocycle par le calcul suivant. *3) D’apres la définition de
la différentielle du complexe standard (I, 5.1), l'on a :
(0°Ds)(z,y, 2) = (s(z)Ds(y, 2)s(x) ") - Ds(z,y) "' - Ds(ay, 2) " - Ds(z,yz);
il suffit de reporter la définition de Ds dans cette formule pour trouver (sans utiliser
aucune commutativité) Ds € Z2(G, M).
b) Si s et s’ sont deux sections de v, il existe f : G — M tel que s(z) = f(x)s'(x).
On a alors
Ds'(z,y) = [~} (zy)Ds(z,y)s(z) f(y)s(z) ' f (),
=Ds(z,y) - [ (zy) - (s(2) f(y)s(z)~") - f(2),
soit
Ds' =Ds-0'f.
(44) Ceci montre que la classe de Ds dans H? (G, M) ne dépend pas de la section s de
v choisie; c’est la classe ¢(E) de I'extension (E).

c) Soient s et s deux sections de v et soit m € T'(M). Alors, l'égalité s(x) =

m~1s'(x)m (pour tout z € G(S), S € Ob¥) équivaut a

s(z) =m~ s (2)m s’ (2) s (2), ie. s=0"m-s.
En particulier, le stabilisateur de s dans I'(M) est le sous-groupe des m € I'(M) tels
que °m = ey, i.e. le sous-groupe H°(G, M). Ceci prouve déja (iii).

d) Le raisonnement est maintenant habituel : (*5) Soit s une section arbitraire de
v; il existe une section s, nécessairement de la forme s = f - sp, qui est un morphisme
de groupes, i.e. qui vérifie Ds = 0, si et seulement si (Dsg)~! = 9'f, c.-a-d., si et
seulement si la classe ¢(E) est nulle. Ceci prouve (i).

Dans ce cas, l'ensemble des sections de (E) est formé des sections s’ = h - s, ou
h: G — M vérifie 9*h = 0, i.e. h € Z'(G,M). De plus, d’apres le point c), deux telles
sections hj - s et hs - s sont conjuguées sous I'(M) si et seulement si by et hy ont méme
image dans H! (G, M). Ceci prouve (ii).

Soit toujours

(E) 1 M—Y>E =G
une suite exacte de ‘g—groupes avec M commutatif. Soit
fH—G

un morphisme de ‘g—groupes. Considérons Ey = H xg E; c’est un ‘@’”A—groupe et la
projection vy : Ef — H est un morphisme de ¢-groupes. De méme pour ey : E; — E.
D’autre part, si on envoie M dans E par u et dans H par le morphisme unité, on

(43)N.D.E. : on a corrigé I’original, pour le rendre compatible avec I, 5.1.

(49N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(45)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.



1. EXTENSIONS ET COHOMOLOGIE 127

définit un morphisme de %?—groupes uy : M — Ey. On a donc construit un diagramme
commutatif de &-groupes :

(E) 1 M E G
1dT ef T f T
(E;) 1 M—>E —L >H

On a immédiatement :

Lemme 1.2.3. — (i) La suite (Eyf) est exacte.

(if) L’application s — ey o s = f’ réalise une correspondance bijective entre les
morphismes

s:H— Ey

tels que vy o s =id (c’est-a-dire les sections de vy) et les morphismes
f/:H—E

tels que vo f' = f (c’est-a-dire les morphismes [’ « relevant » f).

(iii) Dans la correspondance précédente, sections de (Ey) et morphismes de groupes
f! relevant f se correspondent.

Appliquant le lemme 1.2.2 & I'extension (Ef) et tenant compte de 1.2.3, on obtient
la proposition suivante (qui contient formellement 1.2.2) :

Proposition 1.2.4. — Soit (E):1 — M — E % G une suite exacte de Cg—groupes avec
M commutatif. Soit

fH—G
un morphisme de € -groupes; supposons qu’il se reléve en un morphisme (non néces-

sairement de groupes) f': H — E. Faisons opérer H sur M par le morphisme composé
(multiplicatif et indépendant du choiz de f'),

f int
H = E — Autz (M)
(i) Le morphisme f définit canoniquement une classe c(f) € H2(H,M) dont l’an-
nulation est nécessaire et suffisante a l’existence d’un morphisme de & -groupes

f/:H—E
relevant f.

(ii) Si c(f) = 0, U’ensemble des morphismes de ‘g—gmupes f' relevant f, modulo
Uaction des automorphismes intérieurs définis par les éléments de T'(M) (i.e. par les
éléments m de T'(E) tels que v(m) = e) est principal homogéne sous H'(H, M).

(iii) Si f' : H — E est un morphisme de groupes relevant f, 'ensemble des trans-
formés de ' par les automorphismes intérieurs définis par les éléments de T'(M) est

isomorphe ¢ T'(M)/T'(MH) = T'(M)/H°(H, M).
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1.3. Extensions de lois de groupes. — Considérons la situation suivante : on a
un morphisme de ¢
(1) p:X—Y

et un ‘g—groupe commutatif M opérant sur X, tels que X soit formellement principal
homogene au-dessus de Y sous My.

Sig:Y — Z est un morphisme quelconque de ‘6?, alors gop: X — Z est invariant
par M : pour chaque S € Ob %, (gop)(S) est invariant sous ’action de M(S) opérant
sur X(S). Réciproquement, nous supposerons vérifiée la condition suivante pour n =
1,2,3,4.

(+)n : Tout morphisme de X™ dans M, invariant sous l’action de M™ opérant sur
X", se factorise de maniére unique par p"” : X™ — Y™ (ou les puissances n désignent
des puissances cartésiennes).

Lemme 1.3.1. — (i) Si h est un morphisme de Y dans M, l'automorphisme up de X
défini ensemblistement par x — h(p(x)) - x préserve les fibres de p et commute aux
opérations de M sur X, 46) j.e. pour tous S € Ob ¥ et x € X(S), m € M(S), on a

p(h(p(x)) - ) = p(x), m-h(p(z)) -z = h(p(m-x)) -m-z.

(ii) Cette construction réalise une correspondance bijective entre morphismes de Y
dans M et automorphismes de X préservant les fibres de p et commutant auzx opéra-
tions de M.

La premiere partie est claire, puisque p(m - z) = p(x) et que M est commutatif.
Réciproquement, un automorphisme u de X préservant les fibres de p s’écrit ensem-
blistement x +— g(z)z, ol g est un certain morphisme de X dans M. Si u commute
aux opérations de M, le morphisme ¢ est invariant par M #7) et on conclut par la
condition (+);.

Nous supposons maintenant que sont données en plus une loi de groupe sur Y et
une opération de Y sur M, c’est-a-dire un morphisme de %-groupes :

1) fY — Autgz  (M).
Définition 1.3.2. — Une loi de composition sur X
P:XxX—X

est dite admissible si elle vérifie les deux conditions suivantes :
(i) P releve la loi de groupe de Y, i.e. le diagramme

XxX—F2 o x

(p,p)l Pl

YXY————Y

(46)N.D.E. : Ici et dans la suite, on a remplacé « commute & p et aux opérations de M » par « préserve
les fibres de p et commute aux opérations de M ». D’autre part, on a ajouté les égalités qui suivent.
(7)N.D.E. : En effet, 'égalité mg(z)z = mu(z) = u(mz) = g(ma)ma entraine g(mz) = g(z).
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est commutatif.
(ii) Pour tout S € Ob ¥ et tous z,y € X(S), m,n € M(S), on a la relation suivante

(++) P(m-a,n-y) =m- f(p(x))(n) - P(z,y).

Proposition 1.3.3. — Pour qu’une loi de groupe * sur X soit admissible, il faut et il
suffit que les quatre conditions suivantes soient satisfaites :

(i) p: X =Y est un morphisme de groupes.

(ii) Le morphisme i : M — X défini par i(m) = m - ex est un isomorphisme de
groupes de M sur Ker(p), c’est-a-dire : on a ensemblistement (m - ex) * (n - ex) =
(mn) - ex.

(ili) On am-x = (m-ex) *x = i(m) * x pour chaque m € M(S), x € X(S).

(iv) Les automorphismes intérieurs de X opérent sur Ker(p) suivant la formule
ensembliste :

xxi(m)* 2=t =i(f(p(z))m).

La démonstration est immédiate.

Lemme 1.3.4. — *8) Soient h un morphisme Y — M et uj, lautomorphisme x +—
h(p(x)) -z de X (cf. 1.3.1). Soit P une loi de composition (resp. une loi de groupe)
admissible sur X et soit P’ la loi de composition sur X déduite de P par l'intermédiaire
de up, c.-a-d., P'(z,y) = u,  (P(un(x),un(y))). Alors :

(i) P’ est une loi de composition (resp. une loi de groupe) admissible.

(ii) Pour tout z,y € X(S) (S € Ob¥%), posons v =p(z) et w = p(y), alors

P'(,y) = h(vw) ™" - h(v) - f(v)(A(w)) - P(z,y) = (8"h) (p(2), p(y)) - P(a,y).

Démonstration. On a u;, " = upv, ot h¥ : Y — M est défini par hV(y) = h(y)~".
D’apres 1.3.2 (i) et (ii), on a P(h(v) - 2, h(w) - y) = h(v) - f(v)(h(w)) - P(x,y) et
p(P(z,y)) = vw, d'ot

P'(z,y) = h(vw) ™" - h(v) - f(0)(h(w)) - P(x,y) = (0'h) (p(2), p(y)) - P(z, 7).

Il est alors immédiat que P’ vérifie les conditions (i) et (ii) de 1.3.2.

Définition 1.3.5. — Deux lois de composition admissibles déduites I'une de ’autre par
le procédé de 1.3.4 sont dites équivalentes. (49

Proposition 1.3.6. — Supposons qu’il existe une loi de composition admissible sur X.
Alors :

(i) Il eziste une classe ¢ € H3(Y,M) (déterminée canoniquement), dont la nullité
est nécessaire et suffisante a lexistence d’une loi de composition admissible associative
sur X.

(48)N.D.E. : On a détaillé I’énoncé ainsi que sa démonstration, en vue du point (e) de la démonstration
de 1.3.6.
(49N.D.E. : C’est bien une relation d’équivalence, puisque ugl = upv.
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(ii) Si ¢ = 0, l’ensemble des lois de composition admissibles et associatives (resp.
des classes d’équivalence de lois de composition admissibles et associatives) sur X est
principal homogéne sous Z2(G,M) (resp. H2(G, M)).

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) Soit P une loi de composition admissible sur X. Comme P reléve la loi de
composition de Y qui est associative, il existe un morphisme unique a : X3 — M tel
que
(%) P(z,P(y,2)) = a(z,y,2) P(P(z, ), 2).

En appliquant les conditions 1.3.2 (i) et (ii), on voit aussitot que a est invariant sous
'action de M? sur X3, 59 d’ot1 en appliquant 1’hypothése (4+)s le résultat suivant :
(1) Il existe un morphisme unique DP : Y3 — M tel que

P(z,P(y, 2)) = DP(p(z), p(y), p(2)) P(P(z,y), 2),
et P est associative si et seulement st DP = 0.

b) Calculons de proche en proche P(P(P(x,y),z),t) a laide de la formule pré-
cédente. En posant p(z) = u, p(y) = v, p(z) = w, p(t) = h, on obtient V) le
diagramme pentagonal suivant, ot une fleche a — b signifie que b=m - a :

P(z,P(y,P(2,1)))

DP(W {(u)(DP(v,w,h))

P(P(z, 1), P(=,1)) P(z, P(P(y, 2),1))
DP(uv,w,h)l \LDP(u,vw,h)
DP(u,v,w)

P(P(P(z,y),2,t) P(P(z,P(y,2)),1)

donc on trouve
DP(u,v,w) - DP(u,vw, h) - f(u)DP(v,w, k) - DP(u,v, wh) ™" - DP(uv,w, h) ™! = em

c.-a-d., O°DP(u, v, w, h) = epr. Comme d’autre part le premier membre de la formule
précédente peut s’écrire & l'aide de P et de a comme 'expression en (z,y, z,t) d’un
certain morphisme X* — M, il résulte de ’hypotheése dunicité dans (+)s que 9°DP
et ey, qui factorisent le méme morphisme, sont égaux, donc

(2) DP est un cocycle, i.e. on a DP € Z3(Y,M).

(30N.D.E. : Pour z,y, z € X(S), posons u = p(z),v = p(y) et w = p(z). Alors

P(ma, P(m'y,m"2)) = P(max,m'f(v)(m")P(y, 2)) = mf(u)(m’)f(uv)(m")P(z,P(y, 2)).
D’autre part, comme p(P(z,y)) = wv, on a aussi

P(P(ma,m'y),m"z)) = P(mf(u)(m")P(z,y),m"z) = mf(u)(m’) f (ww)(m"”)P(P(z,y), z)

et la comparaison de ces égalités avec (x) donne a(mz, m’'y, m"z) = a(z,y, 2).
(UN.D.E. : On a ajouté le diagramme qui suit.
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¢) Si P et P’ sont deux lois de composition admissibles sur X, il existe un morphisme
unique
b:X?* — M
tel que P'(z,y) = b(z,y)P(x,y). Appliquant 1.3.2 (ii) & P et P/, on voit que b est
invariant par M2, d’ott, d’apres (+)s :
(3)  Pour tout couple de lois de compositions admissibles (P, P’), il existe un unique
d(P,P"): Y2 = M tel que

P'(z,y) = d(P,P’)(p(x),p(y)) P(z,y),

et l’ensemble des lois de compositions admissibles devient ainsi principal homogéne
sous Hom(Y?2, M) = C2(Y,M).

d) Sous les conditions précédentes, on a la formule :
(4) DP’ — DP = 9%d(P,P’).

e) P et P’ sont équivalentes si et seulement si il existe un morphisme h €
CY(Y,M) = Hom(Y, M) tel que d(P,P’) = 0'h; cela résulte de la définition de 1’équi-
valence et de 1.3.4 (ii).

f) Il n’y a plus qu’a conclure : on cherche un P’ qui soit associatif, i.e. tel que
DP’ = eyp. Or DP est un cocycle dont la classe dans H?(Y, M) ne dépend pas de la loi
de composition admissible P choisie (par (3) et (4)). Cette classe est 'obstruction ¢
demandée. On pourra choisir un P’ répondant aux conditions si et seulement sic = 0;
en effet, choisissant un P quelconque, on aura & résoudre, par (1) :

0 = DP’ = DP + 9%d(P, P’),
ce qui est possible par (3) et (4) si et seulement si ¢ = 0. L’ensemble des P’ associatifs
est principal homogene sous Z2(Y,M), toujours par (3) et (4). L’ensemble des P’
associatifs & équivalence prés est principal homogene sous H2(Y, M) d’apres (e).

2. Extensions infinitésimales d’un morphisme de schémas en groupes

Reprenons les notations du n°0. Soient Y et X deux S-foncteurs en groupes. Soit
M le noyau du morphisme de groupes px : X — X*. On a donc une suite exacte de
S-foncteurs en groupes

1—M— X5 Xt

Par définition de X, on a des isomorphismes
Homg(Y,X*) —— Homs,(Y7,X7)
Homg g, (Y, XT) — Homs , . (Y7, X7),
et le morphisme
Homg (Y, px) : Homg(Y,X) — Homg(Y,X™)

associe & un S-morphisme f : Y — X, le S-morphisme f* : Y — X' correspondant
par les isomorphismes précédents au Sz-morphisme f7 : Y7 — X7 obtenu par
changement de base a partir de f. Si M est commutatif, on peut appliquer a cette
situation la proposition 1.2.4.
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2.0. — 2 Dans la suite, nous nous intéresserons au cas suivant : Y est plat sur S,
et X est un S-foncteur en groupes de I'une des deux especes suivantes :

a) X est un S-schéma en groupes,

b) X = Autg(E) ou E est un S-schéma, de présentation finie sur S.
Notons (Plats) g la catégorie des S-schémas plats sur S. Dans le cas (a) (resp. (b)),
le S-foncteur en groupes M = Ker(X — X1), sa restriction L & (Plats) s, et les
opérations des automorphismes intérieurs de X sur M, ont été calculés en 0.9, 0.5, et
0.10 (resp. 0.11, 0.14, et 0.12). C’est-a-dire, dans le cas (a), soit Ly le Sp-foncteur en
groupes commutatifs défini par : pour tout Sg-schéma T,

I‘IOIIIS(J (T07 LO) = HOHI@TO (“))1(0/80 ®ﬁso ﬁTO,j ®ﬁso ﬁTo))
sur lequel X opere via sa représentation adjointe dans w>1<0 /So> alors L = Hso /S Lo,
i.e. pour tout S-schéma T, on a L(T) = Lo(T xg So)-

Dans le cas (b), notons 7 le morphisme structural E — S, alors L est le foncteur
en groupes abéliens sur (Plats),g défini par

Homg (T, L) = I(T, m. (Hom e, (5, T Or)) ®os Or),

sur lequel X, considéré comme foncteur sur (Plats) /g, opére comme on 'a vu en 0.12.

Alors, on a une suites exacte de foncteurs en groupes sur (Plats) /g :
(E) l —L—X— X",

D’autre part, Y étant supposé plat sur S, les groupes H(Y,M) ne dépendent,
d’apres 1.1.1, que de la restriction L de M & (Plats) /5. Comme L = HSD/S Lg dans le
cas (a), alors d’aprés 1.1.2, on a dans ce cas des isomorphismes H* (Y, L) ~ H*(Yq, Lo).

Alors, compte tenu de ce qui précede, on déduit de la proposition 1.2.4 le (53)

Théoréeme 2.1. — Soient S un schéma, T et J deux idéauz quasi-cohérents tels que
ID2J etZ-J =0, définissant les sous-schémas fermés Sg et Sz, et soient :

— X un S-foncteur en groupes de type (a) ou (b), et Lo, L comme ci-dessus;

- Y un S-schéma en groupes plat sur S et f7 : Y7 — X7 un morphisme de
S 7-groupes.
Alors :

(i) Pour que fg se reléve en un morphisme de S-groupes Y — X, il faut et il suffit
que les deuz conditions suivantes soient satisfaites :

(i1) fg se reléve en un morphisme de S-foncteurs Y — X (d’aprés 1.2.4,
ceci définit une opération de Y sur L, qui ne dépend pas du relévement choisi;
de plus, dans le cas (a), lopération ainsi obtenue de Yo sur Lo provient du
morphisme fo : Yo — X et de « Uaction adjointe » de Xo sur Lg) ;

(G2N.D.E.: On a ajouté la numérotation 2.0, pour des références ultérieures.
(53)N.D.E. : On a placé plus haut les définitions qui figuraient dans l'original dans l’énoncé du
théoreme 2.1 et formaient I’essentiel de la page 113 de I'original.
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(ia) Une certaine obstruction c(f7), définie canoniquement par f7, est nulle,
ot c(f7) est une classe dans H*(Y,L) (~ H%(Yq,Lo) dans le cas (a)).

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites, l’ensemble E des morphismes de S-
foncteurs en groupes Y — X prolongeant f7 est principal homogéne sous Z'(Y,L)
(~ Z*(Yo,Lo) dans le cas (a)), et E modulo l'action des automorphismes intérieurs
de X définis par les sections de X sur S induisant la section unité de Xz sur Sy, est
principal homogéne sous H(Y,L) (~ H* (Yo, Lo) dans le cas (a)).

(iii) Si f : Y — X est un morphisme de S-foncteurs en groupes prolongeant fz,
l’ensemble des morphismes Y — X transformés de f par les automorphismes inté-
rieurs définis par les sections de X sur S induisant la section unité de Xz sur Sy, est

isomorphe & T'(L)/H°(Y,L) (~T'(Lo)/H(Yo,Lo) dans le cas (a)).

Remarque 2.1.1. — Y Si f,f' : Y — X sont des morphismes de S-foncteurs en
groupes prolongeant f7, on obtient donc un cocycle d(f, f') € Z*(Y,L) (~ Z*(Yo, Lo)
dans le cas (a)), tel que

(%) fr=dlf,f)-f .
On notera d(f, f) I'image de d(f, f') dans H'(Y,L) (~ H' (Yo, Lo) dans le cas (a)).

Remarque 2.2. — On conserve les notations précédentes ; en particulier, Y est plat sur
S. Dans le cas (b), L est, d’apres (0.14.1), la restriction a (Plats) g du foncteur

W(ﬂ*(jfom@E (Q]l;/s, jﬁE)))7

ou 7 : E — S est le morphisme structural. Dans le cas (a), supposons de plus que X
soit localement de présentation finie sur S; alors d’apres (0.6.1), L est la restriction a
(Plats) s du foncteur

H W ( Homeg, (%1(0/80’ TJ)).
So/S

Dans les deux cas, le module dont on prend le W est quasi-cohérent, d’apres EGA 1,
9.1.1. Supposons de plus Y affine sur S 9. Alors, d’apres I, 5.3, on obtient :

a.) HZ(Y,L) = Hi(Yo, LO) = Hi(YO7%Om6’SO (w)1(0/807 j))7
b) HY(Y,L) = Hi(Y,ﬂ*(%omﬁE(QlE/s, JOx))).

GYN.D.E. : On a ajouté cette remarque, analogue de 4.5.1, pour introduire les notations d(f, f’)
et d(f, f'), utilisées en 4.38; par conséquent, on a aussi ajouté dans 2.1 (ii) ci-dessus, la partie
concernant E lui-méme.

(55)N.D.E. : On s’est conformé aux conventions de signe de 'original. On aurait pu choisir d’écrire
f' =d(f’, f)- f, mais alors pour avoir en 4.27 I'égalité d* (d(i,3’)) = d(Y,4’'(Y)) lorsque i, i’ sont deux
immersions Y < X, il aurait fallu changer le signe de la classe d(Y,Y’) introduite en 4.5.1, et cela
aurait conduit & des changements de signes dans les formules de 4.8, 4.14, 4.17. On a préféré garder
les signes donnés dans l'original (tous corrects!).

(56)N.D.E. : On a ajouté cette hypothése, ainsi que la référence a I, 5.3.
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Remarque 2.3. — 1) D’apres 0.16 et 0.17, la condition (i) est automatiquement vé-
rifiée lorsque Y est un schéma affine et

(*)

dans le cas (a), X est lisse sur S;
dans le cas (b), E est lisse et affine sur S.

2) De plus, sous ces conditions (Y étant toujours supposé plat sur S, cf. 2.0), on
peut écrire dans le cas (a), d’apreés 2.2 a) et (0.6.2),

H'(Y, L) = H'(Yo, Lo) = H'(Yo, Zie(Xo/So) ®es, T);
(57) et dans le cas (b), d’apres (0.14.2), 1.1.2 et 1, 5.3,
H'(Y,L) = H'(Yo, mox #0meg, (U, s, T ©os, Or,)).

Enongons maintenant un certain nombre de corollaires concernant le cas ou Y est
un S-groupe diagonalisable (I, 4.4); on sait alors (loc. cit. 5.3.3) que si S est affine,
H™(Y,#) = 0 pour n > 0 et tout Os-module quasi-cohérent .#. D’abord un cas
particulier :

Corollaire 2.4. — Soient S un schéma et Sg un sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent. Soit Y un S-groupe diagonalisable et soit :

a) X un S-groupe localement de présentation finie sur S,
b) X = Autg(E) ot E est un S-schéma localement de présentation finie.

Soit f 1 Y — X un morphisme de S-groupes tel que le morphisme fo : Yo — Xo obtenu
par changement de base soit le morphisme unité. Alors f est le morphisme unité.

En effet, la question est locale sur S et (dans (b)) sur E. On peut donc supposer
S affine et (dans (b)) E de présentation finie sur S. En introduisant maintenant les
sous-schémas fermés S,, de S définis par les puissances de I'idéal définissant Sp, on
est ramené au cas ou Sy est défini par un idéal de carré nul, et en ce cas ’assertion
énoncée résulte du théoreme, via 2.2.

Dans le cas ou on ne suppose